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1 Motivation

Haéufig gilt es Datensdtze zu analysieren, in denen Objekte in irgendei-
ner Beziehung zueinander stehen. Eine Datenreprasentation, die auch re-
lationale Informationen bewahrt und in der Data Mining effektiv betrieben
werden kann, ist ein Graph. Dieser besteht aus einer Menge von Knoten,
wobei je zwei Knoten durch eine Kante verbunden sein konnen. Beispie-
le fiir relationale Daten, die eine Graphdarstellung begiinstigen, sind das
World Wide Web, Computernetzwerke, Nahrungsketten, Interaktionsnetz-
werke von Proteinen oder soziale Netzwerke [[CF06]. Wenn wir von so-
zialen Netzwerken sprechen, meinen wir Akteure mit ihren Beziehungen
zueinander (z.B. Freundschaft, Vertrauen, Geschiftsbeziehungen, sexuel-
le Kontakte usw.). Wahrend viele Netzwerke bis vor wenigen Jahren noch
tiberschaubar waren, so werden besonders soziale Netzwerke heutzutage
durch das Internet immer grofser. Dienste wie MySpace oder YouTube ver-
zeichnen Mitgliederzahlen von vielen Millionen. Mit zunehmender Grofe
der Graphen kommen auch neue Fragestellungen auf, wihrend konventio-
nelle Aspekte, z.B. die Konnektivitdt eines Netzwerks nach Entfernen eines
Knotens, an Bedeutung verlieren [New(3]. Dazu kommt, dass die Metho-
den der klassischen Graphanalyse meist ineffizient fiir grofie Graphen sind
und daher neue (unter Umstdnden approximative) Methoden erforderlich
sind. Beim Graph Mining wird also das Augenmerk hauptsichlich dar-
auf gerichtet, effiziente Algorithmen fiir grofse Graphen zu entwickeln. Das
Ziel dieser Arbeit ist es daher, mehrere soziale Netzwerke im World Wide
Web anhand aktueller Graph-Mining-Methoden zu analysieren und zu er-
griinden, ob die Muster, die laut Literatur grofse Graphen aus der realen
Welt gegeniiber zufillig generierten Graphen derselben Grofie auszeich-
nen, auch in sozialen Netzwerken zu finden sind.

Der Aufbau dieser Arbeit gliedert sich wie folgt: Kapitel 2 liefert eine
kurze Einfithrung in das Thema Graph Mining. Es folgen einige Grundla-
gen der Graphentheorie, die wichtig fiir den weiteren Verlauf sind. Kapi-
tel 4 widmet sich der Datenbeschaffung, diskutiert wichtige Aspekte beim
Extrahieren von riesigen Datenmengen und stellt die sozialen Netzwerke
vor, die den experimentellen Gegenstand dieser Arbeit bilden. Im Haupt-
teil werden dann bekannte Muster fiir Graphen aus der realen Welt vorge-
stellt und die sozialen Netzwerke auf diese hin untersucht. Dabei werden
verschiedene Methoden diskutiert. Wahrend wir in Kapitel 6 die ermittel-
ten Groflen denen zufélliger Graphen gegentiberstellen, untersuchen wir
in Kapitel 7, wie sich die Netzwerke in das Small-World-Modell einordnen
lassen. Nach einem Ausblick fasst Kapitel 9 die Ergebnisse zusammen und
schliefst diese Arbeit ab.
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2 Einfithrung Graph Mining

Bei dem Prozess der , Knowledge Discovery in Databases” (KDD) geht es
darum, aus riesigen Datenmengen niitzliches Wissen (Muster) zu extrahie-
ren. Wahrend der Begriff KDD auch die Bereinigung der Daten und In-
terpretation der Ergebnisse beinhaltet, so wird die eigentliche Analyse der
Daten auch Data Mining genannt. Bisher wurde dabei hauptséachlich das
Augenmerk darauf gelegt, Entitdten anhand ihrer Attribute zu charakteri-
sieren. Oft stehen die Objekte jedoch in irgendeiner Beziehung zueinander.
Es gilt daher eine Form der Datenreprasentation zu finden, in der relatio-
nale Informationen vollstindig erhalten bleiben und zudem ein effektives
Mining moglich ist [CHO7]. Graphen besitzen diese Eigenschaften. Beim
Data Mining auf Graphen sprechen wir auch von Graph Mining. Die Entita-
ten mit ihren Attributen werden in einem Graphen als Knoten dargestellt,
wihrend ihre Beziehungen untereinander als Kanten zwischen den Knoten
reprasentiert werden. Ein weiterer Vorteil von Graphen gegeniiber relatio-
nalen Datenbanken ist, dass durch die Datenorganisation effizient iiber die
Kanten traversiert werden kann, denn jede Entitat wird direkt mit ihren Be-
ziehungen zusammen gespeichert. Zuletzt konnen Graphen leicht in eine
verstindliche Form visualisiert werden, wiahrend relationale Datenbanken
meist erst eine Konvertierung in Graphform vornehmen miissen. Im nach-
folgenden Kapitel wollen wir uns einer formaleren Definition von Graphen
und ihren Eigenschaften widmen.

3 Grundlagen der Graphentheorie

3.1 Definitionen

Ein Graph besteht aus einem Zweitupel G = (V, E), wobei V eine endliche
Menge von Knoten und E eine Menge von Kanten ist [SS04]. In einem ge-
richteten Graphen zeigt jede Kante (i, j) € E von Knoten i zu Knoten j. Ein
ungerichteter Graph ist ein gerichteter Graph, in dem die Kanten in beide
Richtungen zeigen, d.h. wenn (i, j) eine Kante ist, dann auch (j, 7).

Nach [OWO02] bezeichnet ein Weg eine Liste von aufeinander folgen-
den Knoten, die jeweils durch eine Kante verbunden sind. Ein Kreis hin-
gegen ist ein Weg, in dem Start- und Endknoten identisch sind. Ein unge-
richteter Graph heifst zusammenhingend, falls zwischen jedem moglichen
Knotenpaar (v, w) ein ungerichteter Weg existiert, mit v als Startknoten
und w als Endknoten. Ein gerichteter Graph heifit dann zusammenhén-
gend, wenn der entsprechende ungerichtete Graph zusammenhdngend ist.
Dieser ergibt sich, indem samtliche gerichtete Kanten durch ungerichtete
ersetzt werden. Abbildung (1] zeigt ein Beispiel fiir einen gerichteten und
einen ungerichteten zusammenhéngenden Graphen.
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Abbildung 1: a) Beispiel fiir einen gerichteten Graphen. b) Beispiel fiir einen
ungerichteten Graphen.

Im ungerichteten Fall ist ein Knoten inzident mit einer Kante, wenn er
von dieser beriihrt wird. Zwei Knoten sind hingegen adjazent zueinander,
wenn sie durch eine Kante verbunden sind. Ein Graph lasst sich durch sei-
ne Adjazenzmatrix reprasentieren. In dieser werden die Verbindungen als
(n x n) -Matrix dargestellt, wobei n der Anzahl der Knoten |V| entspricht.
Das bedeutet, eine Kante von 7 nach j wird im entsprechenden Eintrag der
Matrix mit einer 1 versehen, ansonsten ist der Eintrag 0. Fiir ungerichtete
Graphen werden die Kanten als doppelt gerichtete Kanten aufgefasst, also
sowohl von ¢ nach j, als auch von j nach i. Die folgenden Adjazenzmatri-
zen stellen die Graphen G aus Abbildung(l]a) und G2 aus Abbildung(]b)
dar:

01000 01100
00 0O0O 10111
Gi=1]1101 0{, Go=11 1010
01001 01101
01000 01 010

Fiir den gerichteten Fall definieren wir fiir einen Knoten u den eingehenden
Grad d;,(u) als die Anzahl der Kanten, die zu u zeigen. Analog ergibt sich
der ausgehende Grad d,:(v) aus der Summe der Kanten, die von u ausgehen.
Im ungerichteten Fall sprechen wir lediglich vom Grad d(u) und meinen
damit die Anzahl Kanten, mit denen u inzident ist.

Im Folgenden sollen zwei Algorithmen vorgestellt werden, mit denen
alle Knoten eines Graphen systematisch besucht werden koénnen. Sie eig-
nen sich zudem fiir die Suche von bestimmten Knoten im Graphen. Wir un-
terscheiden dabei zwischen dem Tiefendurchlauf und dem Breitendurch-
lauf.
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3.2 Traversieren von Graphen
3.2.1 Tiefendurchlauf

Bei der Tiefensuche werden zunichst alle vom Startknoten aus direkt er-
reichbaren Knoten in einem Kellerspeicher (Stack) gespeichert [OWO02].
Nach dem Last-in-First-Out-Prinzip (LIFO) wird nun immer der oberste
Knoten aus dem Stack herausgenommen und auf seine Nachbarn hin be-
trachtet. Sollten diese noch nicht besucht worden sein, werden sie auf dem
Stack abgelegt. Wenn der Stack leer ist, wurden alle Knoten des Graphen
besucht und die Suche ist zu Ende. Nach diesem Vorgehen wird zunédchst
nur einem speziellen Pfad durch den Graphen gefolgt und daher erst in
die Tiefe anstatt in die Breite gegangen [SS04]. Dies fiihrt zu einer schma-
len Abdeckung des Graphen und im Falle einer abgebrochenen Suche im
schlechtesten Fall zu einer Kette von Knoten. Die Laufzeit und die Spei-
cherplatzkomplexitdt der Tiefensuche betragen O(|V| + |E|) [SS04], denn
jeder Knoten und jede Kante werden einmal betrachtet. Da wir nur zusam-
menhédngende Graphen betrachten, entspricht dies O(|E|), da fiir diese gilt:
Bl = V]~ 1.

3.2.2 Breitendurchlauf

Bei der Breitensuche wird nicht wie bei der Tiefensuche ein Stack, son-
dern eine Warteschlange fiir die noch zu besuchenden Knoten gepflegt
[OWO02]. Der Unterschied ist, dass der Zugriff jetzt nach dem First-in-First-
Out-Prinzip (FIFO) erfolgt, d.h. wir entnehmen immer das erste Element
der Warteschlange und fiigen seine Nachbarn dem Ende der Warteschlange
hinzu. So werden zunéchst alle Nachfolger des Startknotens besucht und
danach wird erst die nédchsttiefere Ebene nach demselben Prinzip abgear-
beitet. Im Gegensatz zur Tiefensuche wird der Graph hier zwar weit, aber
dafiir flach abgedeckt. Dies kann zur Folge haben, dass bei Abbruch der
Suche die tiefen Knoten nicht erreicht werden konnen. Die Komplexitit be-
tragt offensichtlich auch hier O(|V| + |E|) bzw. O(|E|).

4 Datenbeschaffung

4.1 Funktionsweise eines Webcrawlers

Um Graphen aus sozialen Netzwerken im World Wide Web extrahieren
zu konnen, wurde eine Applikation entwickelt, die wie ein Webcrawler
die entsprechenden Seiten automatisch absucht. Ein typischer Webcrawler
(auch Spider, Robot oder Bot genannt) beginnt an tiblicherweise mehreren
Start-Webseiten, sammelt dort Informationen und setzt seine Suche auf den
durch Hyperlinks verzweigten Seiten fort [Sto07]. Da fiir unsere Zwecke le-
diglich die Vernetzung der Mitglieder (wer ist mit wem befreundet) von
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Interesse ist, wird nur Links dieser Art zu den entsprechenden Profilen
nachgegangen. Von jedem Profil wird dabei die Mitglieds-ID zusammen
mit der Information, welche IDs mit diesem Profil benachbart sind, gespei-
chert. Fiir den Graphen bedeutet das, die IDs der Profile bilden die Knoten
des Graphen und die Verlinkung eines Profils zu einem anderen Profil bil-
det eine Kante zwischen den entsprechenden Knoten. Das Programm spei-
chert die extrahierten Kanten dann auf tertidrem Speicher (vorzugsweise
einer Datenbank) in Form einer Liste mit Eintrdgen der Form ,Knoten 1 —
Knoten 2“ ab, was einer Kante von Knoten 1 zu Knoten 2 entspricht.

Beim Crawling bzw. beim Durchlaufen aller Knoten eines Graphen
wird im Allgemeinen zwischen zwei verschiedenen Strategien unterschie-
den: der Breitensuche und der Tiefensuche (siehe Abschnitt [3.2). Speziell
die Tatsache, dass aufgrund der hohen Anzahl eventuell nicht alle Seiten in
absehbarer Zeit erreicht werden konnen (und man den Server nicht tiber-
lasten mochte), macht die Wahl der richtigen Strategie zu einer wichtigen
Entscheidung. Die Breitensuche erscheint fiir unsere Zwecke die bessere
Wahl, da so schon friih (also bei einer geringen Anzahl extrahierter Kno-
ten) bereits Aussagen iiber Muster im Graphen, z.B. Transitivit (der Freund
meines Freundes ist auch mein Freund), gemacht werden konnen. Abbil-
dung 2 veranschaulicht den Ablauf der Informationsbeschaffung im Sinne
der Breitensuche. Bei sehr grofen Graphen wird in der Praxis auch haufig
eine so genannte ,Best-First“-Suche verwendet, bei der die Seiten in Rei-
henfolge ihrer Relevanz aufgesucht werden [Sto07]. Eventuell wird dabei
nur iiber die vielversprechenden Knoten (mit hoherer Bewertung) expan-
diert um zu einer Schiatzung des Ergebnisses zu gelangen. Da die Knoten
in unserer Analyse jedoch als gleichgestellt betrachtet werden sollen, er-
scheint dieser Ansatz ungeeignet.

4.2 Besonderheiten bei der Implementierung

Bei einer sehr groflen Anzahl von Knoten lassen sich die Listen der besuch-
ten Knoten sowie die Warteschlange nicht mehr im Hauptspeicher unter-
bringen. Daher miissen solche tempordren Informationen in tertidrem Spei-
cher gehalten werden. Das bringt den Vorteil mit sich, dass man einen ab-
gebrochenen Crawling-Durchlauf spéter wieder fortfiihren kann. Ein wei-
terer Aspekt ist die Effizienz beim Suchen von Knoten. Es gilt z.B. jedes
Mal, wenn eine Kante gefunden wurde, zu tiberpriifen, ob der Knoten, zu
dem die Kante fiihrt, schon zuvor besucht wurde. Wenn dies nidmlich der
Fall ist, brauchen wir ihn nicht in die Warteschlange der zu bearbeiten-
den Knoten aufnehmen. Diese Suche nach Duplikaten umfasst die Suche
in der Warteschlange sowie die Liste der bereits besuchten Knoten. Bei se-
quenziellem Vorgehen (O(|V|)) erscheint die Suche ineffizient und kann
bei 10° und mehr Knoten zu erheblichen Performanceeinbiiffungen fiihren.
Andere Moglichkeiten sind daher, Hashverfahren oder Tries zu verwen-
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Ende

Filge Start-ID der Warteschlange hinzu

L

Ist die Warteschlange der IDs leer?

Nein

Entnimm ndchste ID aus Warteschlange
und betrachte ihr Profil

Wurden alle Links zu Freund-IDs bearbeitet?

Betrachte nichste Freund-ID und
speichere Kante ID -> Freund-ID

Freund-ID bereits in Warteschlange?

Ja

Ist Freund-ID bereits in Liste
der besuchten IDs?

Ja

Filge Freund-ID der Warteschlange hinzu

Abbildung 2: Algorithmus zur Extraktion der Freundesstruktur sozialer
Netzwerke im World Wide Web.

den. Diese Formen der Datenspeicherung sowie ihre Anwendung in der
Implementierung sollen im Folgenden skizziert werden.

4.2.1 Tries

Tries sind spezielle Suchbdume, in denen Zeichenketten effizient gespei-
chert werden konnen [Sto07]. Abbildung [3| zeigt dazu ein Beispiel. Jeder
innere Knoten eines Tries enthdlt maximal |X| viele Eintrdge, wobei ¥ das
Alphabet ist, aus dem die Schliissel (also die Knoten-IDs) sich zusammen-
setzen. Jeder Fintrag verweist zudem auf einen Zielknoten. Die entstehen-
de Verkettung von Symbolen bilden die Prafixe der Schliissel. Sobald ein
Préfix fiir einen Schliissel eindeutig ist, wird auf das Blatt gezeigt, welches
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David

Abbildung 3: Beispiel eines Tries.

den Schliissel enthilt. Mochte man also einen Schliissel im Trie suchen, so
beginnt man an der Wurzel, sucht dort das Anfangssymbol des Schliis-
sels, folgt der entsprechenden Verzweigung und fahrt so fiir die restlichen
Symbole des Schliissels fort. Erreicht man dabei das entsprechende Blatt,
so ist der Schliissel im Trie enthalten. Da hierbei im schlechtesten Fall in
jedem betrachteten Knoten |X| viele Eintrage durchgegangen werden miis-
sen und die Anzahl der zu besuchenden Knoten hochstens der Schliissel-
lange entspricht, betragt der Suchaufwand O(m - |X|) bei fester Schliissel-
lange m. Der grofse Vorteil ist dabei, dass in Abhidngigkeit der Anzahl ge-
speicherter Schliissel der Suchaufwand konstant bleibt. Ein Nachteil der
Tries zeigt sich jedoch bei einer grofien Anzahl von Schliisseln, denn dann
wird die Knotenanzahl des zugehorigen Baums betréachtlich hoch (mindes-
tens schon einmal genausoviele Blétter, zuztiglich der inneren Knoten). Ge-
rade dann, wenn die Tries auf der Festplatte gespeichert sind, fiihrt das
Hin- und Herspringen des Lesekopfes zu erheblichem Geschwindigkeits-
verlust. Die Tries haben sich daher in dieser Form fiir unsere Zwecke als
unpraktikabel erwiesen. Eigene experimentelle Untersuchungen haben er-
geben, dass sich eine Mischform aus Tries und sequenzieller Speicherung
geeigneter zeigt. Bei dieser werden die Knoten-IDs bei Einfiigen anhand
ihres Préfixes sortiert und beim Suchen dann sequenziell unter allen IDs
mit demselben Préfix nachgeschaut. Die Préafixlange wird dabei so gewihlt,
dass die Schritte beim Suchen des Préfixes zuztiglich der Suche der ID un-
ter den sortierten IDs moglichst gering gehalten werden. Unter der An-
nahme, dass jedes Prifix gleich hidufig unter den IDs vorkommt, gilt es
also |X|! + ﬁ bei n Schliisseln mit Préfixlange ! zu minimieren. Wenn wir
n = 105 annehmen fiir |X| = 40 (Buchstaben zuziiglich Zahlen und Son-
derzeichen), wird folglich nach den ersten zwei Buchstaben sortiert. Fiir
|X| = 10 (nur Zahlen) ist die Prafixldnge 3. Diese Methode dndert aller-
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dings nichts an der Worst-Case-Laufzeit von O(n), da im schlimmsten Fall
alle IDs das gleiche Prafix haben.

4.2.2 Hashverfahren

Wiéhrend die oben beschriebenen Tries fiir die ID-Suche beim Crawling
zum Einsatz kommen, so werden fiir kurzzeitigere Berechnungen die Gra-
phen anhand eines Hashverfahrens im Hauptspeicher gehalten. Das be-
deutet, die Zeichenketten der Knoten-IDs werden iiber eine Hashfunktion
auf einen Feldeintrag mit direktem Zugriff abgebildet [SS04]. Dabei sollte
die Hashfunktion die Eigenschaft haben, dass sie die Werte moglichst breit
auf das zur Verfiigung stehende Feld streut, um Kollisionen zu vermei-
den. Haben zwei oder mehr IDs trotzdem denselben Hashwert, so werden
diese im entsprechenden Feldeintrag als verkettete Liste abgespeichert. Im
schlimmsten Fall entartet die Speicherung aller IDs des Graphen somit zu
einer linearen Verkettung. Fiir die Implementierung wurde auf die folgen-
de Hashfunktion zuriickgegriffen:

b—1
h(s) = (Z s(i) - 31”—"—1> mod N,
=0

wobei s(i) den ASCII-Wert des Symbols an Position ¢ in der Knoten-ID dar-
stellt, b die Lange der ID und N die Grofle des Feldes. Mochte man nun
einen Knoten im Graphen suchen, so berechnet man wieder die Hashfunk-
tion der ID und findet den Knoten an der entsprechenden Stelle im Feld.
Des Weiteren lisst sich dort eine verkette Liste von Knoten-IDs vorfinden,
welche die Kanten darstellen, die von dem entsprechenden Knoten ausge-
hen.

Hinsichtlich des Aufwandes beim Hashen kann auch hier das Suchen
eines Elements zur Suche in einer sequenziellen Liste entarten, namlich
dann, wenn alle IDs denselben Hashwert aufweisen. Auf der anderen Sei-
te wiére der Aufwand konstant, wenn iiberhaupt keine Kollision auftreten
wiirde. Er hdngt daher stark von der verwendeten Hashfunktion ab.

4.3 Bereinigung des Datensatzes

Um nach Extraktionsende einen konsistenten Graphen konstruieren zu
konnen, miissen nun all diejenigen Kanten wieder entfernt werden, die
zu ungiiltigen Knoten fiihren. Ungiiltige Knoten entsprechen dabei Pro-
filen, die privat oder aus sonstigen Griinden nicht einsehbar sind sowie
solchen, die im Falle einer unvollstdndigen Netzextraktion nicht mehr be-
sucht werden konnten und sich noch in der Warteschlange befanden. Wenn
der Graph daher lediglich auf Basis der Kantenliste aufgebaut werden soll,
wiirden ohne diese Bereinigung solche Profile im Graphen félschlicher-
weise als Knoten mit ausgehendem Grad 0 reprédsentiert werden und sich



4 DATENBESCHAFFUNG 11

somit nicht von Profilen unterscheiden, die wirklich keine ausgehenden
Links haben. Wenn daher die vom Programm extrahierte Kantenliste des
Graphen einfach um solche Kanten bereinigt werden wiirde, deren Knoten-
ID auf der rechten Seite niemals auf der linken Seite vorkommt, so wiirden
auch alle Kanten zu giiltigen Knoten mit Grad 0 entfernt werden. Es ist da-
her unverzichtbar, bei der Extraktion eine Unterscheidung zwischen giil-
tigen und ungiiltigen Knoten vorzunehmen, also zwischen Profilen, deren
Links wir einsehen konnen und solchen, deren Links uns verborgen blei-
ben. Um dies bewerkstelligen zu kdnnen, geniigt das Mitfiihren einer Liste
von lediglich einer Sorte Knoten (giiltig oder ungiiltig). Nach der Extrakti-
on konnen dann alle Links zu ungitiltigen Knoten entfernt werden.

4.4 Vorstellung der extrahierten Netzwerke

Anhand des implementierten Webcrawlers wurden nun die Graphen von
vier sozialen Online-Netzwerken verschiedener Grofsenordnungen extra-
hiert. Tabelle [1| gibt eine Ubersicht iiber die Graphen und informiert {iber
wesentliche Eigenschaften wie die Anzahl aller gefundenen Knoten und
die Anzahl Knoten nach Bereinigung des Datensatzes (siehe Abschnitt[4.3).

Betrachtet man die Anzahl Knoten, so fillt auf, dass Netzwerke A und

Netzwerk n Ny m My z Ng
A 24,142 24,142 223,905 223,905 9.27 0
B 45,854 41,005 206,259 180,558 4.40
C 48,602 48,602 304,488 304,488 6.27
D 219,338 200,000 3,427,127 1,756,492 8.78 720,900

Tabelle 1: Eigenschaften der extrahierten Graphen: Anzahl Knoten n, Anzahl
gliltiger Knoten n,, Anzahl Kanten m, Anzahl giiltiger Kanten m,, durch-
schnittlicher Knotengrad z und Anzahl verbleibender Knoten in der Warte-
schlange bei Extraktionsende n,.

B ungefdhr in derselben Grofienordnung liegen. Dies ermoglicht es uns
auch Vergleiche zwischen gleich grofsen Netzwerken anzustellen. Fiir al-
le betrachteten Netzwerke gilt, dass die Kanten zwischen den Knoten eine
Freundschaftsbeziehung darstellt. Die Funktion, Freundschaften zu schlie-
3en, ist jedoch in allen Netzwerken optional, so dass wir eigentlich immer
nur einen Ausschnitt des Netzwerks betrachten. Im Folgenden sollen die
Netzwerke kurz charakterisiert werden:

e Soziales Netzwerk A: Die Mitglieder konnen hier Videoclips zur Ver-
fiigung stellen oder sich selbst via Webcam zur Schau stellen. Vorteil-
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haft fiir unsere Zwecke ist, dass es keine privaten Profile gibt und
daher keine ungiiltigen Knoten.

e Soziales Netzwerk B: Dieses Netzwerk gibt Reisenden die Moglich-
keit, kostenlose Unterkiinfte bei anderen Mitgliedern zu finden. Laut
den Betreibern sind dort tiber 200,000 Menschen angemeldet und
tiber 44,000 davon weisen Freundschaftsbeziehungen auf, was mit
der gemessenen Grofse von 45,854 konform ist.

e Soziales Netzwerk C: Eine Moglichkeit fiir Leute, ihre Ideale nach
auflen zu tragen und mit anderen zu teilen. Kommunikation un-
ter den Mitgliedern sollte demnach sehr stark vorhanden sein. Die-
se und die Tatsache, dass es keine privaten Profile gibt, begiinstigen
das Messergebnis. Laut Homepage der Betreiber gab es knapp 55,000
Mitglieder zur Zeit der Erhebung, wovon der Grofiteil erfasst werden
konnte.

e Soziales Netzwerk D: Ein bekannter Video-Stream-Service, bei dem
Mitglieder Videos hochladen kénnen, welche wiederum von allen be-
trachtet werden konnen. Es ist das einzige Netzwerk, welches auf-
grund seiner Grofse nicht vollstandig extrahiert werden konnte. Statt-
dessen beschrianken wir uns fiir die Analyse auf die ersten 200,000
giiltigen Knoten.

5 Mustersuche

Wie lassen sich grofie Netzwerke charakterisieren? Welche Muster zeich-
nen sie gegeniiber zufilligen Graphen aus? In der Literatur wurden diese
Fragen schon an verschiedenen Stellen aufgegriffen. Zum einen wird be-
hauptet, dass in vielen komplexen Netzwerken der realen Welt eine so ge-
nannte ,,Power-Law”-Verteilung zu beobachten ist [CF06]. Betrachtet man
die Graphen, so ist es gerade der Knotengrad, der einer solchen Verteilung
unterliegt. Zum anderen haben viele komplexe Netzwerke, und im Spezi-
ellen soziale Netzwerke, geringe Durchmesser sowie einen hohen Grad des
Clusterings [New03]. Im Folgenden wollen wir die genannten Muster na-
her erldutern sowie diverse Methoden zur Bestimmung dieser vorstellen.
Schliefslich sollen die beschriebenen Verfahren praktisch auf die im voran-
gegangenen Kapitel vorgestellten sozialen Netzwerke angewendet und die
Ergebnisse diskutiert werden.
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5.1 Power-Law-Verteilung
5.1.1 Definition

Haufig lassen sich in der Realitdt Verteilungen finden, bei denen Ereignis-
se mit einem viel grofSeren Wert als dem Erwartungswert wahrscheinlicher
auftreten als in der Normalverteilung [CFQ6]. Ein Beispiel hierfiir sind die
Router im Internet: Viele sind an wenige Leitungen angeschlossen (wahr-
scheinlich die Router bei den Kunden), wihrend nur wenige eine hohe
Konnektivitat aufweisen (Router des Backbone-Netzwerks). Auch die An-
zahl der Biicherverkdufe weist eine solche Verteilung auf [New04]: Wah-
rend viele Biicher sich nur spérlich verkaufen, so gibt es einige wenige mit
hohen Verkaufszahlen. Dabei handelt es sich offensichtlich um die oberen
Ringe der Bestsellerliste. Dies fiihrt wiederum dazu, dass der Bekannt-
heitsgrad noch weiter steigt und noch viele weitere Kdufe dazukommen.
Solch eine Beziehung wird durch ein ,Power-Law” (im Deutschen auch
Potenzgesetz genannt) beschrieben. Zwei Variablen x und y stehen in einer
Power-Law-Relation zueinander, wenn gilt:

y=c-az 7,

wobei ¢ und v positive Konstanten sind [CF06]. Wir sprechen hingegen
genau dann von einer Power-Law-Verteilung, wenn fiir eine Zufallsvariable
X die Dichtefunktion

plx) =c-z77

firy > 1und = > z,,;, gegeben ist, wobei z,,;, der Datenpunkt ist, ab dem
die Power-Law-Beziehung zu beobachten ist. Wir sehen an der Gleichung
also, dass die Wahrscheinlichkeit mit  — oo nicht exponentiell wie bei der
Normalverteilung, sondern polynomiell abnimmt [CF06]. Abbildung {4{a)
zeigt die Kurve der Dichtefunktion fiir verschiedene Werte des Exponen-
ten 7. Dieser wird hdufig auch als Power-Law-Exponent bezeichnet. Die
Bedingung v > 1 ist deswegen gegeben, damit die Dichtefunktion nor-
malisiert werden kann, also damit die Wahrscheinlichkeiten der Verteilung
zusammen 1 ergeben [New04]:

1 :/ p(x)dx = c-/ oL — [af“’“]oo

_ Tomin
Tmin Tmin 1 v e

Es lasst sich leicht einsehen, dass der rechte Term der Gleichung bei v < 1
gegen unendlich strebt und fiir v = 1 nicht definiert ist. Er kann somit nicht
1 ergeben. Durch die Normalisierung wird zudem der Wert des Faktors ¢
festgelegt. Dazu 16st man die Gleichung nach ¢ auf und erhdlt:

—1
c= (7 - 1) xZ@”m
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a)

Px)

10° 10!

Abbildung 4: a) Dichtefunktion einer Power-Law-verteilten Zufallsvariable
X fUr iy = 1 und v = 1.5,2 und 3. b) Dieselbe Funktion auf logarithmi-
schen Skalen zur Basis 10.

Wenn man dies nun fiir ¢ in die Dichtefunktion einsetzt, so ergibt dies das
Power-Law in normalisierter Form:

v—1 r \
Tmin LTmin

Die Grofie von c ist fiir die Form der Verteilungskurve jedoch irrelevant.
Das bedeutet, egal welche Skalen wir betrachten, der funktionelle Zusam-
menhang dndert sich nicht. Wenn z.B. Dateien der Grofie 2kB 0.25 mal so
héufig wie Dateien der Grofie 1kB vorkommen, so ist dies dquivalent dazu,
dass 2MB-grofie Dateien 0.25 mal so hdufig vorkommen wie Dateien der
Grofie IMB [New04]. Aus diesem Grund nennt man diese Verteilung auch
skaleninvariant. Weitere Beispiele fiir Power-Laws aus der Realitét sind die
Haufigkeit von Wortern der englischen Sprache, das jahrliche Einkommen
der Menschen oder die Grofse von Erdbeben, Mondkratern sowie Kriegen.
Eine ausfiihrlichere Liste ist in [New04] zu finden.

Beim Graph Mining werden {iblicherweise die beiden Variablen Anzahl
Knoten mit Grad k£ und k auf eine Power-Law-Beziehung hin untersucht.
Da wir mit gerichteten Graphen arbeiten, wollen wir uns hier auf ausge-
hende Knotengrade beschranken. Die Fragestellung lautet dann also: Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten, k ausgehende Kanten zu
haben? Im Fall der sozialen Netzwerke ldsst sich die Frage umformulieren
in: Wie wahrscheinlich ist es, dass ein Akteur in einer Beziehung zu k ande-
ren Akteuren steht? Die Anzahl der Bekanntschaften & pro Individuum ist
also die Grofie, die es auf eine Power-Law-Verteilung hin zu untersuchen
gilt.
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5.1.2 Bestimmung des Power-Law-Exponenten

Mochte man eine Power-Law-Verteilung nachweisen, so muss der Power-
Law-Exponent v bestimmt werden, wiahrend ¢ aufgrund der Skalenin-
varianz (siehe Abschnitt aufler Acht gelassen werden kann. v gibt
Auskunft dariiber, wie stark die Wahrscheinlichkeit fiir den zunehmen-
den Wert der zu untersuchenden Grofie abnimmt. Klassische Ansédtze ba-
sieren dabei auf graphischen Methoden. Ein alternativer Ansatz beruht
auf dem Maximum-Likelihood-Prinzip, bei dem das Maximum der Wahr-
scheinlichkeit gesucht wird, dass die betrachteten Punkte aus einer Power-
Law-Verteilung stammen.

5.1.2.1 Graphische Methoden Eine Power-Law-Relation hat die Eigen-
schaft, dass sie eine Gerade in einem Log-Log-Plot darstellt, also einem
Koordinatensystem, in dem beide Skalen logarithmisch sind (siehe Abbil-
dung [ b) [Ada00]. Dies ist leicht einzusehen, wenn wir beide Seiten der
Gleichung logarithmieren:

y=c-x 7

log(y) = log(c) — v - log(z).

Der Power-Law-Exponent « entspricht also der Steigung der Geraden im
Log-Log-Plot. Um diese zu bestimmen, bietet es sich an, eine lineare Re-
gression auf dem Datensatz durchzufiihren. Dabei wird ein linearer Zu-
sammenhang zwischen den Groéfien angenommen und eine Gerade so kon-
struiert, dass sie die gemessenen Punkte so gut wie moglich abbildet. Mei-
stens wird zur Bestimmung der Geradengleichung die Methode der klein-
sten Quadrate verwendet: Die Summe der quadrierten Abstdnde der Punk-
te zur Gerade soll dabei minimal werden. Viele Autoren verwenden diese
Methode, um eine Power-Law-Verteilung nachzuweisen. Ein Problem bei
diesem Ansatz ist jedoch, dass die Dichte der Punkte mit hohen Graden
(rechts im Plot) stark abnimmt. Man spricht dabei auch von Rauschen in
den Abschlusspunkten. Diese Punkte, welche nur einen sehr geringen An-
teil des Datensatzes reprasentieren, fallen bei der Methode der kleinsten
Quadrate besonders ins Gewicht und beeinflussen die Schidtzung von ~y
folglich signifikant. Man versucht daher auf verschiedene Art und Weise
diesem Problem entgegenzuwirken. Die folgenden Vorgehensweisen, wel-
che sich alle auf die entsprechenden Log-Log-Plots beziehen, finden in der
Praxis Verwendung;:

e Einfache lineare Regression auf allen Datenpunkten. Durch das Rau-
schen in den letzten Datenpunkten erhilt man hierbei meist nur eine
ungenaue Schatzung fiir .

e Lineare Regression auf den ersten fiinf Punkten (ab z,,;,), da allein
diese schon den grofiten Teil der Daten ausmachen [GMY04]. Dieser
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Ansatz versucht dem Rauschen in den letzten Punkten entgegenzu-
wirken, indem die Punkte einfach ignoriert werden.

e Lineare Regression nach Durchschnittsbildung. Hierbei werden Da-
tenpunkte in Intervalle unterteilt und dem Intervall dann der Durch-
schnittswert seiner Punkte zugeteilt [New04]. Wichtig hierbei ist die
Wahl der Intervallgrofse. Am besten eignen sich exponentiell wach-
sende Intervalle, da diese im Log-Log-Plot gleich breit erscheinen
und gerade bei den letzten Punkten die Intervalle dann grof$ genug
sind, um einzelne Ausreifser durch andere Punkte im Intervall aus-
zugleichen. Wahlt man die Intervallgrofie jedoch zu grofs, wird die
Schitzung des Exponenten zu ungenau aufgrund des hohen Infor-
mationsverlustes. Es bleibt zudem mit dieser Methode meistens im-
mer noch ein vermindertes Rauschen in den letzten Datenpunkten
bestehen.

e Lineare Regression auf der kumulativen Verteilung. Geplottet wird
hier die Wahrscheinlichkeit P(z), dass X einen Wert grofler oder
gleich x annimmt:

P(X >x) = /Oop(x’) da’.

Wenn nun p(z) einer Power-Law-Verteilung zu Grunde liegt, lasst
sich nach [New04] zeigen, dass P(X > x) ebenfalls einem Power-
Law folgt:
P(X >z)= C'/ 2 Vde' = —S— =D,
T Y= 1

Der Power-Law-Exponent der kumulativen Verteilung ist folglich
7 — 1 und fiihrt im Log-Log-Plot zu einer etwas flacheren Geraden-
steigung als die der Dichtefunktion. Ein Vorteil bei dieser Methode
ist, dass wir keinen Verlust an Informationen durch Durchschnittsbil-
dung haben und uns keine Gedanken um Intervallgrofien machen zu
brauchen.

Goldstein, Morris und Yen stellen in [GMY04] empirische Vergleiche der
Verfahren an und gelangen zu dem Ergebnis, dass die 5-Punkte-Methode
den Exponenten am genauesten abzuschidtzen vermag, wihrend die einfa-
che Regression auf dem gesamten Datenbestand die grofite Abweichung
verursacht. Sie behaupten jedoch, graphische Methoden zur Bestimmung
des Power-Law-Exponenten seien generell viel zu varianzbehaftet. Eine
weitere, nicht-graphische Moglichkeit stellt z.B. die Abschdtzung des Ex-
ponenten anhand des Maximum-Likelihood-Prinzips dar.
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5.1.2.2 Maximum-Likelihood-Schitzung Gesucht wird hierbei der
Wert des Exponenten, der die Wahrscheinlichkeit maximiert, dass die zu
untersuchende Grofie einem solchen Power-Law zu Grunde liegt. Die
Wahrscheinlichkeit, dass n unabhéngige Stichprobenwerte z; aus einer sol-
chen Verteilung stammen, entspricht ([New04])

n

P(aly) = [ pl).

=1

Betrachtet wird nun umgekehrt die Wahrscheinlichkeit P(v|z), dass unter
den gegebenen Stichprobenwerten der Exponent v einen konkreten Wert
annimmt. Nach dem Satz von Bayes hdngen diese beiden Wahrscheinlich-
keiten wie folgt zusammen:

_ P()

P(ylz) = P(z|v) %
Da die Stichprobe x konstant bleibt, ist P(z) auch immer gleich. Ebenso
nimmt man an, dass P(7) einem konstanten Wert entspricht. Betrachtet
man daher den natiirlichen Logarithmus auf beiden Seiten der Gleichung

(durch Logarithmusbildung bleibt das Maximum einer Funktion an dersel-

ben Stelle), so entspricht der Quotient % nur noch einer additiven Kon-
stante und ist somit irrelevant fiir die Maximumsfindung. Anstatt In P(~|z)
konnen wir daher auch In P(z|vy) in Abhédngigkeit von v maximieren. Wenn

wir unsere Likelihood-Funktion
L =1nP(x|y)

nun nach v ableiten und mit Null gleichsetzen, so konnen wir die resultie-
rende Gleichung wie in [New04] nach ~ auflésen und erhalten das Maxi-

mum bei
n

Doy In g

Tmin
Um den Power-Law-Exponenten v anhand des Maximum-Likelihood-
Verfahrens abzuschitzen, geniigt es also, die beobachteten Werte z; in die
Formel einzusetzen und diese auszurechnen. Newman gibt in [New04] zu-
dem eine Abschétzung fiir die Standardabweichung o von 7 an, sobald ~
mit dem oben beschriebenen Verfahren bestimmt wurde:

y=1+

v—1
Vv

o =

5.1.3 Eigene Ergebnisse und Bewertung

Es soll nun fiir unsere vier sozialen Netzwerke untersucht werden, ob
die Verteilung der Anzahl Freunde pro Individuum einem Power-Law
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folgt. Wenn dies der Fall ist, soll zudem der Power-Law-Exponent er-
mittelt werden. Fiir die Messung wurde der unbereinigte Datensatz ver-
wendet, da es fiir die Verteilung des Knotengrads keine Rolle spielt, ob
ausgehende Kanten zu nicht eingesehenen Profilen fiihren. Abbildung
zeigt einen Log-Log-Plot, in dem wie in Abschnitt beschrieben die
Anzahl Knoten mit ausgehendem Grad £ gegen k aufgetragen wurden.
Die vertikale Trennlinie bei den Netzwerken B und D markiert den Wert
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Abbildung 5: Verteilung der ausgehenden Knotengrade auf logarithmischen
Skalen fiir die sozialen Netzwerke A, B, C und D.

Zmin- Bs gehen also nur solche Werte in die Berechnung der Regressions-
geraden mit ein, die groBer oder gleich i, sind. Abbildung [f] zeigt zu-
dem die entsprechenden kumulativen Verteilungen, wihrend fiir Abbil-
dung [7] die Punkte in exponentiell wachsende Intervalle mit anschliefen-
der Durchschnittsbildung unterteilt wurden. Es wurde zudem anhand der
Maximum-Likelihood-Methode ein Schitzer fiir y berechnet. Die geschétz-
ten Power-Law-Exponenten der verschiedenen Methoden sind in Tabelle
abzulesen. Sie gibt aufSerdem jeweils die Standardabweichung o sowie fiir
die graphischen Methoden den Korrelationskoeffizienten r an, welcher ein
Maf fiir die Stiarke des linearen Zusammenhangs darstellt und damit an-
gibt, wie gut die Regressionsgerade die Punkte abbildet (und somit wie gut
die Verteilung durch ein Power-Law beschrieben wird). Dieser kann Werte
zwischen 0 (kein Zusammenhang) und 1 (maximaler Zusammenhang) an-
nehmen. Nach Abbildung E] ist deutlich zu erkennen, dass die Verteilung
des Knotengrads in Netzwerk A keine Gerade darstellt, sondern eher ex-
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Abbildung 6: Kumulative Verteilung der ausgehenden Knotengrade fiir die
sozialen Netzwerke A, B, C und D.

ponentiell abféllt. Es ergibt daher keinen Sinn, eine lineare Regression fiir
dieses Netzwerk durchzufiihren. Ansonsten ldsst sich jedoch in allen ande-
ren Netzwerken Linearitdt im Log-Log-Plot vermuten. Die Anzahl Freunde
in diesen Netzwerken scheint somit einem Power-Law zu folgen. Bis auf
Netzwerk C ist dies allerdings erst ab den hoheren Graden zu beobachten
(min = 18 fiir Netzwerk B und z,,;, = 40 fiir Netzwerk D). Vorher lasst
sich fiir Netzwerke B und D nach Abbildung [f| eine Logarithmische Nor-
malverteilung vermuten (eine Verteilung, bei der der Logarithmus einer
Zufallsvariable normalverteilt ist). Eine Abweichung von der Power-Law-
Verteilung ist bei diesen Netzwerken zudem fiir die Abschlusspunkte in
der kumulativen Verteilung zu beobachten, welche ebenfalls exponentiell
abfallen (,,exponential cutoff”).

Was die Schidtzung des Exponenten betrifft, so scheinen die einfache
Regression auf allen Punkten sowie die Intervall-Methode der Vielzahl an
Punkten mit hohen Graden zum Opfer zu fallen. Wie in Abschnitt
bereits erwidhnt, haben diese den unerwiinschten Effekt, dass sie die Stei-
gung der Regressionsgeraden stark beeinflussen, obwohl sie nur einen ge-
ringen Anteil der Stichprobe ausmachen. Dies hat fiir die oben genann-
ten Methoden zur Folge, dass die Geradensteigung zu niedrig ausfallt.
Das Problem bei der Intervallbildung ist des Weiteren, dass die Interval-
le nicht grof$ genug sind, um die breite Spanne der nur einmal auftre-
tenden Grade zusammenzufassen. Bei grofieren Intervallen wiirde jedoch
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Abbildung 7: Verteilung der ausgehenden Knotengrade anhand exponentiell
wachsender log,-Intervalle fiir die sozialen Netzwerke A, B, C und D.

die Anzahl Punkte so stark reduziert werden, dass keine genaue Schit-
zung mehr moglich wére. Bei der kumulativen Verteilungskurve hinge-
gen fdllt die Schatzung eher zu hoch aus (aufser fiir Netzwerk C), da die
Punkte weit rechts im Plot zu stark abfallen. Dies tritt dann auf, wenn
in der nicht-kumulativen logarithmischen Verteilung die Punkte mit ho-
hen Graden sehr dicht beieinander liegen. Bei der Maximum-Likelihood-
Schitzung hingegen fallen die Punkte mit hohen Graden weniger ins Ge-
wicht, da hier alle beobachteten Knotengrade mit derselben Gewichtung in
die Berechnung eingehen (siehe Formel fiir v in Abschnitt[5.1.2.2) und hohe
Grade nur einen geringen Anteil der Stichprobe ausmachen.

Diesen Uberlegungen vorausgehend, lasst sich nach Tabelle @ fiir das
Power-Law in Netzwerk B ein Exponent von ca. 2.8 abschétzen. Fiir den Ex-
ponenten von Netzwerk C hingegen kann keine genaue Aussage gemacht
werden. Er liegt wahrscheinlich zwischen 2 (5-Punkte) und 2.6 (MLE). Ein-
deutiger dagegen sind die Schitzungen fiir das grofse Netzwerk D. Hier
betragt der Exponent ca. 2.2.

Betrachtet man den Plot in Abbildung 5} so zeigt sich, dass Netzwerk A
vier Datenpunkte aufweist, deren Werte stark abweichend zwischen 5,000
und 10,000 liegen. Auch Netzwerk D weist einen solchen Ausreifier mit
einem Grad von tiber 30,000 auf. Eine genauere Betrachtung dieser Punk-
te konnte jedoch keinen Aufschluss iiber den Grund ihres hohen Knoten-
grads geben: Bei allen handelt es sich scheinbar um gewohnliche Profile
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Netzwerk | Methode ¥ o r
Linear 1.870 0.075 0.905
Linear (5 Punkte) 2314 0560 0.922
B Linear (Kumulativ) 3.102 0.027 0.988
log,-Intervalle 1.385 0.398 0.926

MLE 2.766 0.040 /
Linear 1.154 0.042 0.856

Linear (5 Punkte) 1.979 0.083 0.997
C Linear (Kumulativ) 2.158 0.006 0.996

log,-Intervalle 1.151 0.147 0.915
MLE 2.567 0.007 /
Linear 1.222  0.024 0.853

Linear (5 Punkte) 2.116 0.406 0.949
D Linear (Kumulativ) 2.370 0.004 0.996
log,-Intervalle 0.669 0.190 0.800
MLE 2.209 0.010 /

Tabelle 2: Geschitzter Power-Law-Exponent v sowie Standardabweichung o
und Korrelationskoeffizient r fiir die sozialen Netzwerke B, C und D anhand
verschiedener Methoden ermittelt.

von Privatpersonen. Es hat sich jedoch gezeigt, dass eine Analyse ohne jene
Punkte sich kaum auf das Ergebnis auswirkt: Wahrend fiir Netzwerk D die
MLE-Schétzung keine merkliche Anderung aufweist, so sind die Schétzer
fiir die einfache und die kumulative Verteilung um ca. 0.02 bzw. 0.01 ho-
her. Starker hingegen wirkt sich der Ausschluss auf die Intervall-Methode
aus, denn dort nimmt der Schitzer um ca. 0.14 zu, resultierend aus einem
zusétzlichen Intervall, welches lediglich aus dem ausreifienden Punkt be-
steht.

5.1.4 Vergleich mit anderen Ergebnissen

Um einen Vergleich mit anderen sozialen Netzwerken herzustellen, so wur-
de z.B. in einem E-Mail-Netzwerk (|V| = 59,912, |E| = 86, 300) ein Power-
Law in der Anzahl Bekanntschaften mit einem Exponenten von 1.49 fiir
eingehende Mails und 2.03 fiir ausgehende beobachtet [EMB02]. Auch die
Anzahl verschiedener Personen, zu denen Telefonanrufe innerhalb eines
Tages getdtigt wurden (|V| = 47 Mio, |E| = 80 Mio), weist ein Power-Law
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mit v = 2.1 auf [ACLO0]. Liljeros et al. zeigen in [LEAT01], dass selbiges
fir die Anzahl sexueller Kontakte in einem Netzwerk mit 2,810 Individu-
en gilt. Es wurde dabei iiber einen Zeitraum von einem Jahr Protokoll ge-
fihrt und ein Power-Law-Exponent von 3.54 fiir Frauen und v = 3.31 fiir
Maénner herausgearbeitet. Power-Law-Verteilungen, deren Exponenten au-
Berhalb 1 < v < 4 liegen, kommen nach [CF06] in der Realitdt nur selten
VOr.

5.1.5 Ausblick

Bei der Untersuchung haben wir uns auf die Verteilung des ausgehenden
Knotengrads beschrankt. Man konnte jedoch weiterhin die eingehenden
Kanten betrachten und priifen, ob diese demselben Muster folgen oder zu-
mindest Zusammenhénge bestehen. Was die eigentlichen Methoden zur
Bestimmung des Power-Law-Exponenten betrifft, so haben alle vorgestell-
ten Verfahren gemeinsam, dass mit dem Auge abgeschitzt werden muss,
ab welchem Wert fiir = die Power-Law-Beziehung gilt. Da eine solche Ab-
schdatzung zwangsldufig ungenau ist, wirkt sich dies negativ auf die Schat-
zung des Exponenten aus. Crovella und Taqqu stellen daher in [CT99]
einen nicht-parametrischen Algorithmus vor, der v ohne Angabe von z,,;,
abzuschdtzen vermag. Nach eigenen Angaben nimmt die Genauigkeit ih-
res Schitzers mit zunehmender Grofse des betrachteten Netzwerks zu. Es
wird jedoch keine Angabe tiber die Varianz des Schitzers gemacht.

Als Giitemafs fiir die Angleichung der Verteilung des Knotengrads an
ein Power-Law, wurde fiir die graphischen Methoden der Korrelationsko-
effizient bestimmt. Um jedoch eine formalere Untersuchung durchzufiih-
ren, werden inzwischen immer hdufiger statistische Hypothesentests an-
gewendet (siehe [GMY04] und [BWGO06]).

5.2 Durchmesser

1967 fiihrte der Forscher Stanley Milgram ein Experiment durch: Er besorg-
te sich Namen von zufélligen Personen, die in Nebraska und Boston wohn-
ten und schrieb diese an. Inhalt des Schreibens war, dass die Briefe eine
Zielperson in Massachussetts erreichen sollten mit der Aufforderung, den
Brief an diejenige Person weiterzuschicken, die dem Ziel wohl am néchsten
sei ([Mil67],[TM69]). Die betroffene Person sollte genauso vorgehen usw.,
bis der Brief sein Ziel erreicht. Zudem sollte jeder seinen Namen auf dem
Brief hinterlassen, um am Ende die Linge der Kette rekonstruieren zu kon-
nen. Das Ergebnis des Experiments war, dass die Mehrheit der Briefe tiber
eine Kette von nur fiinf bis sechs Personen lief. Das legt die Theorie nahe,
dass jeder mit jedem (zumindest in den USA) iiber eine Kette von maximal
sechs Personen in Beziehung steht. Dieses Phdnomen ist auch unter dem
Namen ,Sechs Grade der Trennung” oder ,,Small-World-Effekt” bekannt.
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Auch wenn Milgrams Theorie aufgrund liickenhafter Belege in der Kritik
steht, so ldsst sich die Idee dennoch gut auf die Analyse von grofsen Gra-
phen tibertragen. Es gilt dabei, den Durchmesser zu finden, denn dieser un-
tersucht genau das fiir einen Graphen, was Milgram in seinem Experiment
tiir die Bevolkerung der USA herauszubekommen versuchte. Es haben sich
dazu zwei Ansédtze in der Literatur herausgebildet, die den Durchmesser
eines Graphen zu erfassen versuchen und somit ein Maf3 fiir die Starke des
Small-World-Effekts darstellen: der mittlere Durchmesser und der effektive
Durchmesser.

5.2.1 Mittlerer Durchmesser

Der mittlere Durchmesser ist einfach definiert als die durchschnittliche Lan-
ge aller kiirzesten Wege im Graphen [CF06]. Wir schlieffen dabei Wege der
Lange 0 mit ein. Fiir samtliche Knotenpaare muss also der kiirzeste Pfad
bestimmt werden mit anschlieflender Durchschnittsbildung. Eine Moglich-
keit, dies zu bewerkstelligen, ist fiir jeden Knoten einen Breitendurchlauf
durchzufiihren [New03]. Immer wenn ein neuer Knoten gefunden wurde,
wird die Distanz zu diesem Knoten, welche der Tiefe der aktuellen Ebe-
ne entspricht, zur Summe aller gefundenen kiirzesten Wege hinzuaddiert.
Die Anzahl der vom aktuellen Knoten aus erreichbaren Knoten wird zu-
dem zur Summe aller gefundenen Knotenpaare hinzugezahlt. Dieser Vor-
gang wird dann fiir jeden Knoten des Graphen wiederholt und am Ende
die Summe der Lange samtlicher kiirzester Pfade durch die Anzahl aller
gefundenen Knoten dividiert, um den Mittelwert zu bestimmen. Dies be-
notigt O(|E| - |V]) Zeit (1 V| mal die Laufzeit fiir den Breitendurchlauf aus
Abschnitt[3.2.2) und zeigt sich duBSerst zeitintensiv fiir gro8e Graphen. Der
mittlere Durchmesser kann aufierdem nur fiir zusammenhéangende Gra-
phen bestimmt werden, da in unzusammenhingenden Graphen Knoten-
paare existieren, die eine Distanz von unendlich aufweisen und somit der
mittlere Durchmesser ebenfalls unendlich wird. Man betrachtet dann tibli-
cherweise die grofite zusammenhiangende Komponente des Graphen.

Ein dem mittleren Durchmesser dhnliches Mafs aus der Literatur ist die
charakteristische Pfadlinge. Bei dieser wird anstatt des Mittelwerts einfach
der Median der gemittelten Pfadlangen aller Knoten betrachtet [BT02].

5.2.2 Effektiver Durchmesser

5.2.2.1 Definitionen Zunichst fithren wir ein Maf fiir die ,,Verbunden-
heit” eines Graphen ein, welches auf der Nachbarschaftsgrofie seiner Kno-
ten basiert. Palmer et al. betrachten in [PGF02] einen gerichteten Graphen
und definieren dist(u,v) als die Anzahl Kanten auf dem kiirzesten Pfad
von u nach v. Die individuelle Nachbarschaftsfunktion eines Knotens w in h ist
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dann die Anzahl der Knoten mit hochstens Abstand h zu w:
N(u,h) = |{v:v e V,dist(u,v) < h}|.

Sie kann demnach als Maf fiir die Verbundenheit eines Knotens aufgefasst
werden. Die Konnektivitdt des gesamten Graphen hingegen wird durch die
Nachbarschaftsfunktion in h ausgedriickt und stellt die Anzahl Knotenpaare,
zwischen denen ein Weg der Lange h oder kleiner besteht, dar:

N(h) = {(u,v) :uw e V,v € V,dist(u,v) < h}|.

Sie ist also die Summe der individuellen Nachbarschaftsfunktionen in A
von samtlichen Knoten des Graphen:

N(h) = IN(u,h).

ueV

Fir h = 0 ist die Nachbarschaftsfunktion fiir einen Graphen auch ohne
aufwendige Berechnung bereits bekannt, denn es gilt

N(0) = [V,

was leicht einzusehen ist, da bei einem maximalen Abstand von 0 Hops
jeder Knoten nur sich selbst erreichen kann. Ist der Graph frei von Kanten,
die an beiden Enden denselben Knoten beriihren, so gilt fiir » = 1 aufser-
dem

N() = V]+|E],

denn zuziiglich zu den Paaren aus N (0) kommen jetzt noch samtliche Paa-
re im Abstand von einem Hop, was offensichtlich der Anzahl Kanten im
Graphen entspricht.

Wird nun die Nachbarschaftsfunktion eines Graphen fiir verschiedene
Werte von h in einem Plot (auch ,Hop-Plot” genannt) aufgetragen, lasst
sich leicht ablesen, wie grofs der effektive Durchmesser d.yy eines Graphen
ist. Dieser, welcher auch als , Exzentrizitit” bekannt ist, ist definiert als die
minimale Anzahl Hops, iiber die sich der Grofiteil der verbundenen Kno-
tenpaare erreichen kann [PSFT01]. In der Literatur wird hiufig ein Min-
destanteil von 90% angefiihrt. Wir wollen uns daher fiir den weiteren Ver-
lauf ebenfalls auf diesen Schwellwert festlegen. Der effektive Durchmes-
ser ist also dann erreicht, wenn die Nachbarschaftsfunktion fiir den zu-
nehmenden Wert von h nur noch entsprechend gering ansteigt. Fordert
man hingegen 100% verbundener Knotenpaare, so zeigt sich der effektive
Durchmesser im Gegensatz zum mittleren Durchmesser und der charakte-
ristischen Pfadldnge empfindlich gegentiber Ausreifiern und eignet sich so-
mit zur Worst-Case-Analyse. Ein weiterer Vorteil der Exzentrizitat ist, dass
ihre Definition auch fiir unzusammenhédngende Graphen gilt. Fiir unsere
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Netzwerke ist dies jedoch irrelevant, da es sich, bedingt durch die Art und
Weise der Extraktion, immer um zusammenhdngende Graphen handelt.
Im Folgenden sollen nun Verfahren vorgestellt werden, wie die Nachbar-
schaftsfunktion eines Graphen (und somit auch der effektive Durchmesser)
berechnet werden kann. Wir unterscheiden dabei zwischen exakten und
approximativen Methoden.

5.2.2.2 Exakte Berechnung

Matrixmultiplikation Eine Moglichkeit, Wege der Lange h in einem
Graphen zu suchen, ist die Adjazenzmatrix des Graphen mit h zu po-
tenzieren [PGF02]. Zur Erinnerung: Das Produkt einer (v x w) -Matrix
A= (ap) (1 <k <1 <1 < w)und einer (r x s) -Matrix B = (byy)
(1 <f<r1l<g<s)istdefiniert, wenn gilt w = r [Wit01]. Das Resultat
ist eine (v x s) -Matrix C mit den Elementen

w
Cij :Z@itbt]’,l <i<v,1<j<s.
t=1

Ein Eintrag in der potenzierten Matrix gibt nun die Anzahl der Wege mit
Lange h zwischen dem entsprechenden Knotenpaar an. Sind alle Eintrage
0, so gibt es keine zwei Knoten, die sich tiber h Kanten erreichen konnen.
Uns interessiert hierbei allerdings nicht, wie viele Wege der Lange h zwi-
schen einem Knotenpaar existieren, sondern lediglich dass einer existiert.
N(0) entspricht dann also der Anzahl Eintrdgen in der Matrix 4°, die un-
gleich 0 sind. Fiir zunehmenden Wert h ergibt sich N (h) dann aus N(h—1)
zuziiglich der Anzahl der neu hinzugekommenen Knotenpaare in A”. Es
ist also darauf zu achten, dass ein Knotenpaar immer nur beim ersten Mal
gezahlt wird, sobald ein Weg zwischen ihm gefunden wurde, da dieser der
kiirzeste Weg ist. Dies hat zur Folge, dass es zu merken gilt, welche Paare
bereits gezdhlt wurden. Fiir ein Beispiel sei an den Graphen aus Abbildung
a) erinnert, dessen Adjazenzmatrix wie folgt gegeben war:

0100O0
0 00O0O
A=11 1 0 1 0
01001
01000
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Wir potenzieren A nun so lange, bis keine neuen Wege mehr gefunden wer-
den:

10000 00000
01000 00000
A=10 010 0f, Al = A, A2=10 2 0 0 1],
00010 02000
00001 00000
00000 00000
00000 00000
A=o100 0], AA=10 00 0 0
00000 00000
00000 00000

Auch fiir h > 4 resultiert das Produkt in der Nullmatrix. Es zeigt sich,
dass fiir h = 2, also bei einer Pfadldange von zwei Hops, der letzte kiirzeste
Weg gefunden wurde. Der effektive Durchmesser des Graphen ist aber 1,
denn {iber maximal so viele Hops konnen sich mindestens 90%, d.h. 12
der 13 verbundenen Knotenpaare, gegenseitig erreichen. Die Laufzeit fiir
diese Methode betrdgt mit dem naiven Algorithmus der Matrixmultiplika-
tion O(|V|3). Der derzeit beste bekannte Algorithmus benétigt O(|V/|23%)
Zeit (Coppersmith und Winograd, 1987). Beide kommen jedoch nicht ohne
O(|V|?) Speicher aus, was fiir grofie Graphen inpraktikabel ist.

Breitensuche Fiihrt man eine Breitensuche von einem Knoten w fiir
Ebenen aus und zdhlt alle gefundenen Knoten, so erhilt man die individu-
elle Nachbarschaftsfunktion I N (u, h) fiir diesen Knoten [PGF02]. Um die
Nachbarschaftsfunktion N (h) eines Graphen zu bestimmen, muss folglich
eine Breitensuche fiir samtliche Knoten des Graphen in i Ebenen durchge-
fithrt und die Summe aller gefundenen Knoten gebildet werden. Fiir den
effektiven Durchmesser gilt es auch hier den Vorgang fiir grofsere h so lan-
ge zu wiederholen, bis die Anzahl der insgesamt gefundenen Knoten kaum
weiter zunimmt. Diese Methode benétigt nur O(|V|+ | E|) Platz, dafiir aber
O((|V| - |E|) - deyf) Zeit. Ein weiterer Nachteil zeigt sich dadurch, dass auf
die Kanten bei der Suche mehr oder weniger zufillig zugegriffen wird. Da
die Kantendatei sich aufgrund ihrer Grofie meist auf der Festplatte befin-
det, resultiert dies oft in schlechter Performance.

5.2.2.3 Approximative Berechnung Palmer et al. stellen in [PGF02] ein
Verfahren namens ANF (Approximate Neighborhood Function) vor, wel-
ches aufgrund seiner guten Laufzeit auch fiir groffe Graphen geeignet ist.
Der Nachteil dieser Methode ist jedoch, dass sie nur ein approximatives Er-
gebnis fiir die Nachbarschaftsfunktion eines Graphen liefert. Das Verfahren
basiert auf der Uberlegung, dass die Menge der von einem Knoten x {iber
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maximal i Hops erreichbaren Knoten dieselbe ist wie die Menge der von x
aus erreichbaren Knoten bei hochstens h — 1 Hops, vereinigt mit den Kno-
ten, die tiber maximal » — 1 Hops von den Nachbarn von x aus erreichbar
sind. Das heif$t, es gilt

IN(2,h) = IN(z,h — 1)U | J IN(y,h - 1),
yey

wobei Y die Menge der Knoten ist, auf die eine gerichtete Kante von z
zeigt. Fiir die Vereinigung miissen nun die Elemente der Mengen mit denen
der Ergebnismenge verglichen werden, um zu tiberpriifen, ob ein Element
eventuell nicht schon hinzugefiigt wurde. Da dieser Vorgang sehr zeitauf-
wendig ist, wird eine Methode vorgeschlagen, wie die Anzahl verschie-
dener Elemente in den zu vereinigenden Mengen moglichst effizient be-
stimmt werden kann: Dazu fiihrt man fiir jeden der |V'| Knoten einen eige-
nen Bitstring der Lange |V'| mit. Jeder Knoten wird hierbei durch ein Bit re-
prasentiert. Ist ein Bit auf 1 gesetzt, so ist der entsprechende Knoten fiir den
aktuellen Wert von h erreichbar fiir den Knoten, dem der Bitstring zuge-
ordnet ist. Mit diesem Ansatz lassen sich zwei Knotenmengen einfach ver-
einigen, indem ein bitweises ODER zwischen ihren Bitfolgen durchgefiihrt
wird. Allerdings benétigt dieses Vorgehen O(|V|?) Speicher und ist somit
ungeeignet fiir Graphen mit vielen Knoten. Daher wird die Anzahl der er-
reichbaren Knoten stattdessen nur noch approximiert. Es wird dazu eine
probabilistische Zdahlmethode verwendet, das heifst, jedem Knoten wird
nicht mehr ein Bitstring der Lange |V|, sondern der Lange [log, |V| + 7]
zugeordnet, wobei 7 eine kleine Konstante zur Erhohung der Genauigkeit
ist. Es wird hierbei also nicht mehr jeder Knoten durch ein Bit reprédsentiert,
sondern das erste Bit représentiert jetzt 50% der Knoten, das zweite 25%,
usw. Da eine einzige Approximation in der Regel noch nicht sehr zuverlas-
sig ist, wird fiir jeden Knoten nun nicht mehr ein Bitstring, sondern eine
Konkatenation von k Bitfolgen der Lange [log, |V'| + 7| gespeichert, wobei
k eine kleine Konstante ist. Wir bezeichnen diese Verkettung von Bitmas-
ken fiir einen Knoten z und maximaler Hopanzahl h im Folgenden mit
M (z, h). Abbildung 8| stellt nun den Algorithmus dar. Zu Beginn (h = 0)
wird in jedem der |V| Bitstrings ein Bit auf 1 gesetzt und zwar mit Wahr-
scheinlichkeit 0.5 das Bit an Position 0, mit Wahrscheinlichkeit 0.25 das Bit
an Position 1 und mit Wahrscheinlichkeit 0.5'"! das Bit an Position i. Die
Idee dahinter ist: Je mehr Knoten betrachtet wurden (also je mehr bitweise-
ODER-Operationen durchgefiihrt wurden), desto wahrscheinlicher ist es,
dass die resultierende Bitfolge weiter rechts Einsen aufweist. Oder umge-
kehrt: Wenn das Bit an Position 1 (25%) nicht gesetzt ist, so wurden wahr-
scheinlich erst weniger als 4 Knoten betrachtet.

Fir alle h > 1 ergibt sich M (z, h) nun, indem M (z,h — 1) durch bit-
weises ODER mit den Bitfolgen M (y, h — 1) aller Knoten y verkniipft wird,
zu denen eine Kante von x aus zeigt. Tabelle |3| zeigt die entsprechenden
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ANF-Algorithmus(Graph G)

foreach r € V do
M(x,0) = Konkatenation von k Bitmasken, in denen jeweils ein
Bit an Position i gesetzt ist (P (Bit i) = 0.5"+1)
for each / starting with /s = 1 do
foreach r € V do
M(x h)y=M(x,h—1)
foreach (x,y) € I/ do
M(x,h)= M(x,h) BITWISE-OR M (y.h — 1)
foreach r € V do
IN(xz.h) = ﬁ;ﬂ, wobel b die durchschnittliche Position
des linkesten 0-Bits der k Bitmasken ist
N(h) =3,y IN(z,h)

return N( h)

Abbildung 8: Der ANF-Algorithmus.

Bitmasken bezogen auf den Beispielgraphen in Abbildung|l|a). Fiir h > 2
treten dabei keine Anderungen in den Bits mehr auf. Wurden also die ent-
sprechenden Vereinigungen fiir einen Knoten z und einem Wert fiir / gebil-
det, so ergibt sich nun die approximierte individuelle Nachbarschaftsfunk-
tion fiir x aus %f, wobei ¢ der Korrelationsfaktor und b die durchschnitt-
liche Position des linkesten Bits der k Bitstrings von z ist, welches nicht
gesetzt wurde (bzw. die Anzahl der Bits, falls alle Bits gesetzt wurden).
Es gilt ¢ ~ 0.77351, denn Flajolet et al. zeigen in [FM85], dass die Anzahl
verschiedener Elemente ¢ mit der Position des linkesten 0-Bits wie folgt
zusammenhdngt:
b ~logy ¢a.

Folglich lasst sich die Anzahl verschiedener Elemente abschétzen, indem
nach a aufgeldst wird:

2b

>

Tabelle |4f demonstriert die Berechnung der approximierten individuellen
Nachbarschaftsfunktionen fiir den Graphen in Abbildung [I| a) auf Basis
von Tabelle 3| Hat man diese fiir den aktuellen Wert von h bestimmt, so
ergeben sie aufsummiert die approximierte Nachbarschaftsfunktion N (h).
Der ganze Vorgang wird dann solange fiir grofiere h wiederholt, bis die

a~
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Knoten x M (z,0) M(z,1) M(z,2)
1 100 100 001 | 110 100 101 | 110 100 101
2 010 100 100 | 010 100 100 | 010 100 100
3 100 001 100 | 110101 101 | 110 111 101
4 100100 100 | 110110100 | 110110 100
5 100 010 100 | 110110 100 | 110 110 100

29

Tabelle 3: Bitmasken fiir den Graphen aus Abbildung |1|a) mit » = 0 und

k=3.
Knoten x IN(x,1) IN(z,2)

1 b=l = 4 2 396 | p=2ElEl 4 2 5396
1o . 30 @ .

2 b 0+;’+1:%2i%205 b:0+é+1:§ﬁz205
’4p . 74p *

3 b= =4 2 n 396 | b=23 =9 2~ 507

4 b %:32%41 b:2+§+1:§2%41
v'o . ’ o .

5 b:%:%,%zél.l b:2+§+1=%»2§f%4-1

Tabelle 4: Die approximierten individuellen Nachbarschaftsfunktionen fiir
die Knoten des Graphen aus Abbildung|i]a).

Approximation sich nicht weiter &ndert und der effektive Durchmesser des
Graphen bestimmbar ist. Bei jeder Iteration wird dabei die Kantenliste ein-
mal sequenziell durchlaufen, da fiir jeden Knoten alle Kanten fiir die ent-
sprechenden Vereinigungen betrachtet werden miissen. Es wird also nicht
zuféllig auf die Kantenliste zugegriffen, wie es beim Traversieren des Gra-
phen der Fall wire. Fiir den Beispielgraphen ergibt sich somit ein geschétz-
ter effektiver Durchmesser von 2, denn fiir A > 2 tritt keine Anderung mehr
auf (N (h > 2) ~ 18.68) und fiir N (1) sind noch keine 90% aller verbunde-
nen Knotenpaare erreicht. Es sei betont, dass mit zunehmender Grofie des
Graphen die Genauigkeit der Approximation aufgrund ihrer probabilisti-
schen Natur zunimmt.

Die Laufzeit des Algorithmus betrdagt O((|V| + |E|) - desf), wobei def s
den effektiven Durchmesser darstellt, denn in jedem der d.y; Durchlau-
fe wird zunéchst sequenziell die Kantenliste betrachtet und anschliefiend
fiir jeden Knoten die approximierte Nachbarschaftsfunktion berechnet. Da
dcsr in der Regel recht klein ist, ist das Verfahren auch fiir grofie Graphen
geeignet. Der benotigte Speicher ist O(|V] - log, |[V]), denn es miissen in
jeder Iteration immer nur die aktuellen Bitstrings sowie die des vorange-
gangenen Durchlaufs gemerkt werden. Um den benétigten Speicher zu re-
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duzieren, weisen die Autoren auf eine Modifikation des Algorithmus hin,
in der die beiden Bitstringtabellen in je gleichgrofse Teile zerlegt und diese
zur Laufzeit dann nacheinander in den Speicher geladen werden. Eine wei-
tere Optimierung wird dadurch erreicht, dass fiir jede Bitfolge ein Zahler
fiir die Anzahl fiihrender Einsen verwendet wird, da viele Bitmasken be-
reits friih einen grofsen Satz solcher Einsen aufweisen. Es bietet sich jedoch
an, vorher die k parallelen Approximationen ineinander zu verschachteln
(also zuerst die Bits an nullter Stelle, dann die Bits an erster Stelle usw.),
da so die Anzahl fithrender Einsen noch grofier ist und lediglich ein Zahler
benotigt wird.

5.2.3 Eigene Ergebnisse und Bewertung

Es wurden nun die mittleren und die effektiven Durchmesser fiir unsere
sozialen Netzwerke berechnet. Bei allen Netzwerken, in denen ungiiltige
Knoten vorliegen (B und D), wurde dazu der bereinigte Datensatz verwen-
det. Andernfalls wiirden ungiiltige Knoten im Graphen als Knoten mit aus-
gehendem Grad 0 reprasentiert werden, was eine Verfdlschung der Nach-
barschaftsfunktion zur Folge hitte. Abbildung 9| zeigt die entsprechenden
Hop-Plots. Es wurde dazu das Verfahren auf Basis der Breitensuche sowie
der ANF-Algorithmus implementiert, damit die Nachbarschaftsfunktionen
exakt berechnet und aufierdem approximiert werden konnten. Fiir die Ap-
proximation wurden die Parameter £ = 64 und r = 5 verwendet, da Palmer
et al. behaupten, dass anhand dieser Werte eine ausreichend genaue Ab-
schiatzung moglich sei [PGF02]. Dazu kommt, dass fiir grofsere Werte der
benotigte Hauptspeicher eine Berechnung fiir Netzwerk D auf dem ver-
wendeten System unmoglich machte. Betrachtet man nun die Abbildung,
so fallt ins Auge, dass die Approximation der Nachbarschaftsfunktion in
allen Fallen zu hoch ausfillt. Die vertikalen Linien in den Plots markieren
den effektiven Durchmesser der Graphen auf Basis der exakten Berech-
nung. Netzwerk D bildet hiervon eine Ausnahme, denn dort konnte auf-
grund der Grofle keine exakte Berechnung durchgefiihrt werden. Tabelle
fuhrt die berechneten Durchmesser fiir die sozialen Netzwerke auf, insbe-
sondere gibt sie Aufschluss tiber die durch ANF approximierten effektiven
Durchmesser. Wie der starke Anstieg der Approximation in Abbildung [9]
bereits vermuten ldsst, schidtzt ANF den Durchmesser in allen Fillen zu
niedrig ab. Fiir Netzwerk D ldsst sich demnach vermuten, dass der wahre
effektive Durchmesser auch 4 betrdgt (und der mittlere Durchmesser ca. 3).
Die Approximation zeigt sich bei Netzwerk B am ungenauesten. Es bleibt
zu untersuchen, ob der Fehler der Approximation abhidngig von der Grofe
des Durchmessers ist. Wir konnen jedoch festhalten, dass in allen Netzwer-
ken der Small-World-Effekt stark beobachtbar ist, und zwar unabhéngig
von ihrer Grofe. Dies bedeutet also, dass die meisten Leute (mindestens
90%) tiber eine Kette von nur maximal 4 Hops miteinander bekannt sind.
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Abbildung 9: Hop-Plots fiir die sozialen Netzwerke A, B, C und D per exakter
sowie mit ANF approximierter Berechnung der Nachbarschaftsfunktion.

Netzwerk B bildet hiervon eine Ausnahme: Mit einem effektiven Durch-
messer von 7 bei {iber 40,000 Knoten ldsst es sich allerdings immer noch
in die Kategorie Small-World-Netzwerk einordnen. Dass die Konnektivitét
in diesem Netzwerk nicht so hoch ist wie in den anderen, wird auch da-
durch deutlich, dass zwischen mehr als 8% aller moglichen Knotenpaare
im Graphen kein Weg besteht (siehe n,,. in Tabelle . Betrachten wir ab-
schliefSend noch die mittleren Durchmesser, so fallen diese dhnlich wie die
effektiven aus, nur entsprechend kleiner. Bei Netzwerken A und B betragt
die Differenz der beiden Grofien 1.3 Hops, bei Netzwerk C hingegen nur
0.72.

Wir haben also gezeigt, dass die hier untersuchten Netzwerke alle den
Small-World-Effekt aufweisen. Doch was bedeutet nun ein geringer Durch-
messer fiir soziale Netzwerke im WWW? Er ist z.B. ein Maf3 daftir, wie stark
sich Informationen im Netzwerk verbreiten [New03]. Je kleiner er ausfillt,
desto schneller wird die Information durch das komplette Netzwerk pro-
pagiert. Anhand des Durchmessers kdnnen z.B. Organisationen oder Par-
teien abschitzen, wie viele Individuen sie kontaktieren miissen, um das
gesamte Netzwerk auf sich aufmerksam zu machen. Auf der anderen Seite
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Netzwerk dqug  defs  dapr  €apr Ninc

A 270 4 3 25% 0.13%

B 570 7 5 29% 8.31%
C 318 4 3 25% 2.04%
D / / 3 / 0.00%

Tabelle 5: Durchmesser fiir die extrahierten Netzwerke: mittlerer Durchmes-
ser dgyg, effektiver Durchmesser d. sy, Approximation des effektiven Durch-
messers d,,, durch ANF, Fehler der Approximation e, und Anteil nicht ver-
bundener Knotenpaare 7,,..

ist der Durchmesser fiir klassische soziale Netzwerke nicht nur ein Maf3 fiir
die Verbreitung von Informationen, sondern auch fiir z.B. virale Infektio-
nen. Diese konnten fiir Online-Netzwerke Computerviren oder Wiirmer in
den Systemen der Mitglieder darstellen. Die hier untersuchten Netzwerke
zeigen sich also alle dufSerst anfallig.

5.2.4 Vergleich mit anderen Ergebnissen

Es sollen nun weitere Durchmesser anderer Netzwerke zur Gegeniiber-
stellung herangezogen werden: Fiir das E-Mail-Netzwerk der Universitit
Kiel z.B., dem wir bereits in Abschnitt[5.1.4/begegnet sind, wurde jeglicher
Mailverkehr iiber einen Zeitraum von iiber 3 Monaten aufgezeichnet. Im
Graphen besteht dann eine Kante zwischen zwei Knoten, wenn E-Mails
zwischen diesen ausgetauscht wurden. Ebel et al. konnten hierfiir einen
mittleren Durchmesser von 4.95 bestimmen [EMBO02]. Ein anderes Beispiel
stellt ein Schauspieler-Netzwerk dar (|V| = 225,226), in dem eine Verbin-
dung dann besteht, wenn zwei Schauspieler im selben Film mitgespielt ha-
ben (http:/ /www.imdb.com). Der mittlere Durchmesser dieses Netzwerks
betrdgt 3.65 [WS98]. In einem wissenschaftlichen Kollaborationsnetzwerk
sind zwei Forscher dann miteinander verbunden, wenn sie bereits ein Pa-
per zusammen geschrieben haben. Newman weist in [New01] einen mitt-
leren Durchmesser von 9.7 und einen effektiven Durchmesser von 31 (al-
lerdings fiir einen Mindestanteil verbundener Knotenpaare von 100%) fiir
ein solches Netzwerk aus dem Bereich Informatik nach (|V| = 11, 994). Fiir
die Physik (|V| = 52,909) werden entsprechend Werte von 5.9 und 20 an-
gefiihrt.

5.2.5 Ausblick

Fiir den effektiven Durchmesser konnten wir durch ein approximatives
Verfahren auch eine Schitzung fiir den grofsen Graphen des Netzwerks D
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bestimmen. Fiir den mittleren Durchmesser hingegen bestiinde eine einfa-
che Moglichkeit darin, Breitendurchlédufe fiir eine zuféllige Stichprobe der
Punkte durchzufiihren und den Mittelwert aller kiirzesten Wege dann auf
den gesamten Graphen hochzurechnen. Es bleibt jedoch Gegenstand zu-
kiinftiger Arbeit, einen geeigneteren Ndherungsalgorithmus zu finden.

Faloutsos et al. zeigen in [FFF99] fiir einen Internetgraphen, dass die in-
dividuelle Nachbarschaftsfunktion /N (u, h) eines zentralen Knotens u ex-
ponentiell mit geringen Werten fiir & (viel kleiner als der Durchmesser des
Graphen) wichst, also IN(u,h) = ch™, wobei ¢ und H Konstanten sind.
Nach [New03] gilt dies fiir viele verschiedene Netzwerktypen, insbesonde-
re zufdllig generierten Netzwerken. Zudem wird gefolgert, dass in solchen
Netzwerken der mittlere Durchmesser logarithmisch mit der Netzwerk-
groBie wachst, also dy,g = log |[V|. Man spricht dann ebenfalls vom , Small-
World-Effekt”. Bei Netzwerken mit Power-Law-Verteilung im Knotengrad
steigen nach [New03] die mittleren Durchmesser sogar noch langsamer an,
ndmlich wie log |V|/ loglog |V|. Dieses Kriterium konnte weiterfithrend auf
die sozialen Netzwerke angewendet werden, um den Small-World-Effekt
zu unterstreichen.

5.3 Clustering
5.3.1 Definitionen

Netzwerke der realen Welt weisen meist eine starkere Community-Bildung
auf als zuféllig generierte Netzwerke [CF06]. Wir sprechen dabei auch von
der Netzwerkdichte oder vom Grad des , Clusterings”. Dieser wird hédu-
tig durch die Transitivitdt in einem Graphen ausgedriickt, also die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Nachbarn der Nachbarn eines Knoten auch mit ihm
benachbart sind. Fiir unsere sozialen Netzwerke wird also untersucht, ob
ein Akteur auch mit den Freunden seiner Freunde befreundet ist. Transiti-
vitdat wird in Graphen durch Dreiecke ausgedriickt, wobei ein Dreieck ein
Kreis der Lange 3 ist. Je grofier also der Anteil Dreiecke in einem Graphen,
desto grofler der Grad des Clusterings. In der Literatur finden sich zwei
dhnliche Mafe fiir die Stiarke dieses Effekts, die beide auf der Anzahl Drei-
ecke sowie der Anzahl Knotentripel basieren. Wir unterscheiden zwischen
dem Clustering-Koeffizienten und der Transitivitit eines Graphen.

5.3.1.1 Clustering-Koeffizient Watts und Strogatz fiihren zunéchst den
lokalen Clustering-Koeffizienten fiir einen Knoten 7 mit k; Nachbarn und
n; Kanten zwischen den Nachbarn ein. Fiir gerichtete Graphen ist dieser
nach [WS98]| definiert als

O — 7’%(;:;_1) falls k; > 1,
‘o falls k; = 0 oder 1.
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Er berechnet sich also aus der Anzahl der existierenden Kanten zwischen
den Nachbarn, dividiert durch die maximal mogliche Anzahl. Er kann
demnach hochstens den Wert 1 annehmen, ndmlich dann, wenn jeder
Nachbar des Knotens auch zu allen anderen Nachbarn desselben Knotens
verbunden ist. Der kleinstmogliche Wert hingegen ist 0 und tritt dann auf,
wenn kein Nachbar Kanten zu anderen Nachbarn des Knotens aufweist.
Der Clustering-Koeffizient stellt demnach die mittlere Wahrscheinlichkeit
dar, dass zwei Knoten, die beide Nachbarn desselben Knotens sind, eben-
falls miteinander verbunden sind. Betrachten wir den gerichteten Graphen
aus Abbildung (1| a), so hat Knoten 1 beispielsweise nur einen Nachbarn
(ndmlich Knoten 2) und daher ist C; = 0. Knoten 3 hingegen weist drei
Nachbarn auf (Knoten 1, 2 und 4), wobei zwischen diesen Nachbarn zwei
Kanten existieren (1 — 2,4 — 2). Es ist folglich C3 = 3% = %

Betrachtet man stattdessen ungerichtete Graphen, so konnen nur halb
so viele Kanten zwischen den Nachbarn existieren wie im gerichteten Fall.
Entsprechend erfordert dies eine Halbierung des Nenners in der Definition
des Clustering-Koeffizienten. Die Grofie n; ist in diesem Fall 4quivalent zu
der Anzahl Dreiecke im Graphen, an denen der Knoten ¢ beteiligt ist, wah-
rend der Divisor der Anzahl Tripel im Graphen entspricht, welche Knoten i
als mittleren Knoten haben. Ein Knotentripel besteht dabei aus drei verbun-
denen Knoten, wobei 7 der zentrale Knoten ist, der zu den anderen beiden
adjazent ist. Der lokale Clustering-Koeffizient ldsst sich fiir den ungerich-
teten Fall folglich umschreiben in

Anzahl Dreiecke, an denen ¢ beteiligt ist

" Anzahl Tripel, in denen i der mittlere Knoten ist’

wobei er wieder 0 ist, falls k£; = 0 oder 1 [New03]]. Nachdem nun fiir jeden
Knoten ein Maf$ fiir die Dichte der Dreiecke bestimmt wurde, an denen
er beteiligt ist, lasst sich nach Watts und Strogatz der globale Clustering-
Koeffizient C' fiir einen Graphen einfach als den Mittelwert der lokalen
Clustering-Koeffizienten definieren:

1
C=— ;.
v

5.3.1.2 Transitivitdit Die alternative Definition fiir den Grad des Cluste-
rings stellt der Anteil aller verbundenen Tripel dar, die Dreiecke bilden
[CEQ6]. Dieser kann fiir einen ungerichteten Graphen ausgedriickt werden

durch:
3 x Anzahl Dreiecke im Graphen

~ Anzahl verbundener Knotentripel

Der Faktor 3 ist dadurch begriindet, dass ein Dreieck aus drei solchen ver-
bundenen Tripeln besteht. Auch diese Definition ldsst nur Werte fiir T’ zwi-
schen 0 und 1 zu. Sie driickt somit die mittlere Wahrscheinlichkeit aus, dass
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zwei Nachbarn eines Knotens ebenfalls benachbart sind. Im Gegensatz zur
ersten Definition fallen hier Knoten mit niedrigen Graden weniger stark
ins Gewicht [New03] (nach Watts und Strogatz kann ein Knoten mit Grad
2 beispielsweise nur C; = 0 oder 1 haben). Fiir den Graphen aus Abbil-
dung|l|b) ist T = -2, da er drei Dreiecke und 14 verbundene Knotentripel
aufweist.
Analog fiir den gerichteten Fall definiert Newman in [New03] die Tran-

sitivitat als
T 6 x Anzahl Dreiecke im Graphen

~ Anzahl Wege der Lange2

Fiir den Nenner zdhlen wir nun nicht mehr samtliche Knotentripel, son-
dern stattdessen alle gerichtete Wege der Lange 2. Da ein Knotentripel nun
doppelt so viele Kanten aufweisen kann wie im ungerichteten Fall, kom-
men jetzt maximal sechs solcher Wege auf ein Tripel, was den Faktor 6
in der Definition begriindet. Das bedeutet allerdings auch, dass ein Drei-
eck hierbei nicht mehr als ein Kreis der Lange 3 aufgefasst werden kann,
sondern als ein Knotentripel, welches die maximale Anzahl Kanten zuein-
ander aufweist (also zwei Kreise der Lange 3). Um diese zu zéhlen, sind
die Ansdtze herkommlicher Algorithmen zur Zahlung von Dreiecken meist
nicht mehr geeignet.

5.3.1.3 Reziprozitit Vorangehend wurden zwei Ansdtze vorgestellt,
welche den Grad des Clusterings in einem Graphen zu erfassen versuchen
und dafiir die Dichte der Dreiecke betrachten. In gerichteten Graphen bie-
tet es sich jedoch an, anstatt Kreisen der Lange 3 solche der Linge 2 zu
betrachten. Wir untersuchen dabei also nicht mehr die Transitivitat, son-
dern die Reziprozitat (Wechselseitigkeit) eines Graphen. Fiir ungerichtete
Graphen ist ein Knotenpaar reziprok, wenn zwischen den beiden Knoten
zwei gerichtete Kanten (d.h. in beide Richtungen) existieren [CSWO05]. Die
Reziprozitit eines gerichteten Graphen ist dann der Anteil aller durch min-
destens eine Kante verbundenen Knotenpaare, die reziprok sind. Fiir die
betrachteten sozialen Netzwerke wird also die Wahrscheinlichkeit unter-
sucht, dass eine Freundschaft zwischen zwei Akteuren auf Gegenseitig-
keit beruht. Die Berechnung der Reziprozitit erfordert einen sequenziellen
Durchlauf der Kantenliste, wobei fiir jede Kante untersucht wird, ob eine
Kante in Riickrichtung besteht. Die Laufzeit ist also in O(| E| - max(k)) bzw.
in O(|E|), falls fiir die Kanten eines Knotens eine geeignete Hashstruktur
verwendet wird.

5.3.2 Berechnung

Soll fiir jeden Knoten eines Graphen der lokale Clustering-Koeffizient be-
stimmt werden, so ist es fiir den Nenner der Definition erforderlich, den
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(ausgehenden) Grad des jeweiligen Knotens zu bestimmen, um die ma-
ximal mogliche Kantenanzahl zwischen seinen Nachbarn zu berechnen.
Dies kann einfach erreicht werden, indem die Kantenliste einmal sequenzi-
ell durchlaufen wird und dabei fiir jeden Knoten die Anzahl ausgehender
Kanten gezahlt wird. Fiir den Zahler hingegen gilt es, die Anzahl existie-
render Kanten zwischen den Nachbarn zu zdhlen bzw. im ungerichteten
Fall die Anzahl Dreiecke zu zédhlen, an denen der jeweilige Knoten betei-
ligt ist. Methoden zur Bestimmung der Anzahl Dreiecke in einem Graphen
widmen wir uns weiter unten.

Fiir die Transitivitat im ungerichteten Fall gilt es, die Anzahl der ver-
bundenen Tripel zu zdhlen. Wie beim lokalen Clustering-Koeffizienten ge-
niigt es dafiir, die ausgehenden Grade aller Knoten zu bestimmen. Anhand
dieser kann dann wieder die maximal mogliche Anzahl Kanten zwischen
den Nachbarn des jeweiligen Knotens bestimmt werden. Diese kommt
ndmlich der Anzahl Tripel gleich, in denen der Knoten der mittlere ist.
Anhand eines sequenziellen Durchlaufs der Kantenliste wird dabei, anstatt
jeden Knoten einzeln zu betrachten, die Anzahl Tripel tiber alle Knoten auf-
summiert. Die Transitivitdt fiir gerichtete Graphen ist dagegen komplexer
zu bestimmen. Sie erfordert es, simtliche Wege der Lange 2 zu zédhlen.
Wenn man hierfiir einen Breitendurchlauf fiir jeden Knoten in zwei Ebe-
nen durchfiihrt und die Summe der gefundenen Wege bildet, ist dies in
O(|V| - |E|) Zeit moglich. Eine effizientere Moglichkeit ist es, jede Kante
des Graphen sequenziell zu betrachten und jedes Mal den Grad des Ziel-
knotens zur Gesamtsumme hinzuzuaddieren, was in O(|E|) Zeit durch-
fithrbar ist, vorausgesetzt die Kanten eines Knotens sind in einem Array
gespeichert oder es wird ein Zahler mitgefiihrt.

Wihrend fiir den Clustering-Koeffizienten die Dreiecke pro Knoten ge-
zahlt werden, so erfordert die Transitivitdt eine Zahlung der Gesamtanzahl
Dreiecke des Graphen. Ein einfacher aber ineffizienter Ansatz fiir diese bei-
den Probleme besteht darin, alle moglichen Knotentripel des Graphen zu
betrachten und zu zidhlen, wie oft alle drei Knoten miteinander verbunden
sind [SWO05b]. Die Laufzeit des Verfahrens ist allerdings in O(|V|?) und so-
mit ungeeignet fiir grofle Graphen. Im Folgenden werden daher effiziente-
re Methoden zur Zdhlung der Anzahl Dreiecke in einem Graphen vorge-
stellt.

5.3.2.1 Matrixmultiplikation Wie bereits in Abschnitt erwihnt,
gibt der Eintrag in der mit h potenzierten Adjazenzmatrix A(G) eines Gra-
phen G die Anzahl der Wege der Lange h zwischen den entsprechenden
Knoten an. Wird daher A(G)? bestimmt, kann folglich in der Diagonalen
der resultierenden Matrix die Anzahl der Wege der Lange 3 abgelesen wer-
den, die die entsprechenden Knoten zu sich selbst haben [SW05a]. Fiir un-
gerichtete Graphen muss diese Anzahl noch halbiert werden, da ein Drei-
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eck zwei solcher Wege aufweist. Auf diese Weise kann also die Anzahl
Dreiecke bestimmt werden, an denen der entsprechende Knoten beteiligt
ist. Um die Gesamtanzahl der Dreiecke des Graphen zu erhalten, muss die
Summe aller gefundenen Dreiecke durch 3 dividiert werden, da ein Drei-
eck aus drei Knoten besteht. Da in der Definition der Transitivitdt jedoch
die Anzahl Dreiecke wieder mit 3 multipliziert wird, kann der Wert hierfiir
auch direkt tibernommen werden. Zur Erinnerung: Die Laufzeit der einfa-
chen Matrixmultiplikation ist in O(|V[?) bzw. O(|V|*376) mit dem derzeit
schnellsten bekannten Verfahren und der benétigte Speicher ist in O(|V [?).

5.3.2.2 Iteration iiber die Knoten Bei dieser Methode fiir ungerichtete
Graphen, wird fiir jeden Knoten i {iberpriift, wie viele Kanten zwischen
seinen Nachbarn existieren. Dies entspricht dann der Anzahl Dreiecke, an
denen 7 beteiligt ist [SW05a]. Das Auffinden der Kanten kann anhand von
zwei ineinander verschachtelten Schleifen tiber die Nachbarknoten reali-
siert werden. Fiir jedes mogliche Paar wird also tiberpriift, ob eine Kan-
te zwischen ihm existiert. Die Gesamtanzahl Dreiecke erhilt man wieder
durch Division der Anzahl aller gefundenen Dreiecke durch 3. Wir wis-
sen bereits, dass hochstens k;(k; — 1)/2 Kanten zwischen den Nachbarn
fur ungerichtete Graphen existieren konnen. Die Laufzeit fiir diese Metho-
de ist daher in O(|V| - max(k;)?), vorausgesetzt die Existenz einer Kante
zwischen zwei Knoten kann in konstanter Zeit tiberpriift werden (z.B. mit
einer Hashstruktur). Dies ist zwar theoretisch wieder in O(|V[?), wenn je-
doch keine Knoten mit sehr hohen Graden im Netzwerk sind, zeigt sich das
Verfahren meist deutlich schneller als die Matrixmultiplikation und beno-
tigt vor allem viel weniger Speicherplatz.

Genauso wie fiir jeden Knoten beide Nachbarn betrachtet werden kon-
nen, so ist es ebenso moglich, iiber die Kanten zu iterieren. Fiir jede Kan-
te wird dabei tiberpriift, ob der Start- und Zielknoten einen gemeinsa-
men Nachbarn haben [SWO05b]. Die Laufzeit ist entsprechend in O(|E] -
max(k;)?).

5.3.2.3 AYZ-Algorithmus Alon, Yuster und Zwick stellen in [AYZ97] ein
schnelles exaktes Verfahren vor, um die Anzahl Dreiecke in einem Graphen
zu bestimmen. Die Knoten werden dabei zundchst in zwei Gruppen aufge-

teilt: Gruppe 1 enthalt nur solche Knoten mit k; < A, wobei A = |E \ﬁ}
mit dem Exponenten der Matrixmultiplikation w, wahrend Gruppe 2 ent-
sprechend aus allen anderen Knoten gebildet wird. Zunachst werden die
Dreiecke bestimmt, an denen die Knoten mit den kleineren Graden (Grup-
pe 1) beteiligt sind. Dazu werden sdmtliche Pfade der Lange 2 (bzw. Tripel
fiir ungerichtete Graphen) betrachtet, deren mittlerer Knoten aus Gruppe
1 stammt. Davon existieren hochstens |E| - A viele, die in O(|E| - A) Zeit
gefunden werden konnen, indem fiir jede Kante tiberpriift wird, ob der
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Zielknoten mehr als A Kanten aufweist. Fiir jeden solchen Pfad wird dann
in konstanter Zeit nachgeschaut, ob eine Kante vom Endknoten zum Start-
knoten des Pfades verlauft und damit ein Dreieck bildet. Die Laufzeit fiir
diesen Schritt ist also in O(|E|'®) fiir die naive Matrixmultiplikation und
entsprechend in O(|E|*4!) fiir w ~ 2.38. Nach diesem Schritt miissen noch
solche Dreiecke gefunden werden, die nur aus Knoten mit hohen Graden
(Gruppe 2) bestehen. Da es hochstens | E|/ A solcher Knoten gibt (bzw. dop-
pelt so viele im ungerichteten Fall), konnen Dreiecke zwischen diesen dann
per Matrixmultiplikation in O((|E|/A)%) Zeit und O((|E|/A)?) Speicher
gefunden werden. Das bedeudet, die Laufzeit fiir diesen Schritt ist auch
hier fiir w = 3 in O(|E|'*%) und fiir w =~ 2.38 in O(|E|'*!). Die Gesamtlauf-
zeit des Algorithmus ist folglich in

O(E|- A+ (|E|/A)®) = O(|E|=T).

Fiir die Gesamtanzahl Dreiecke im Graphen muss die Summe der in
Schritt 1 und Schritt 2 gefundenen Dreiecke wieder durch 3 dividiert wer-
den, da wir im ersten Schritt fiir jeden Pfad der Lange 2 ein Dreieck zdhlen,
wenn er Bestandteil eines solchen ist und ein Dreieck aus drei solcher Pfade
besteht. Ahnlich ist es in Schritt 2, nur zidhlen wir dort Dreiecke pro Knoten.

5.3.2.4 Approximative Berechnung Schank und Wagner stellen in
[SWO05a]] ein approximatives Verfahren zur Berechnung des gewichteten
Clustering-Koeffizienten in ungerichteten Graphen vor, welches auf Samp-
ling beruht. Hierbei wird jedem Knoten v ein Gewicht w(v) zugesprochen,
damit die Moglichkeit besteht, bestimmte Knoten stiarker zu bewerten als
andere. Der gewichtete Clustering-Koeffizient ist dann

szlu'Zw(v)-Cv.

ZUEV wiv veV

Die fiir den Clustering-Koeffizienten gewiinschte Eigenschaft, dass nur
Werte zwischen 0 und 1 angenommen werden, bleibt hierbei erhalten. Fiir
das Gewicht eines Knotens eignet sich zum Beispiel der Grad des Knotens
oder die Anzahl moglicher Kanten zwischen seinen Nachbarn. Setzt man
letztere in die Definition an Stelle von w(v) ein, so erhdlt man

o 1 leo(ky — 1)/2 - ny
¢ B Zuev kv(kv - 1)/2 . UGZV kv(kv - 1)/2
Z’UEV My

2vev Fu(ky —1)/2°

was genau der Definition der Transitivitdt entspricht. Diese kann also als
ein Spezialfall des gewichteten Clustering-Koeffizienten aufgefasst wer-
den. Der Algorithmus ist in Abbildung[I0]dargestellt. In der ersten Schleife



5 MUSTERSUCHE 39

C"-Approximation(Array von Knoten v € V mit d(v) > 2,
Adjazenzarray fiir jeden Knoten,
Gewichtungsfunktion w,

Anzahl t der Samples)

Gewichtsumme = )
foreachv € V do
Gewichtsumme = Gewichtsumme + w(v)
W{v] = Gewichtsumme
=10
foreachi € (1,....t) do
rand = Zufallszahl aus [0, Gewichtsumme]
x = Suche Knoten mit W x| > rand und Wiz] < Wu] fir
alle Knoten v € V mit W[u] > rand
y = Zufalliger adjazenter Knoten zu
repeat
» = Zufalliger adjazenter Knoten zu «
until y # >
if KanteExistiert(y,z) then
[=1+1
return [ /k

Abbildung 10: Algorithmus zur Approximation von C".

wird ein Array W erzeugt, welches die kumulativen Gewichte der einzel-
nen Knoten enthilt. Danach werden t Tripel herausgegriffen und es wird
fiir jedes tiberpriift, ob eine Kante zwischen seinen beiden dufieren Kno-
ten existiert. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Tripel, ausgewahlt zu werden,
ist dabei abhédngig von dem Gewicht seines mittleren Knotens. Am Ende
gibt der Algorithmus schliefslich den Anteil aller betrachteten Tripel aus,
die Dreiecke bilden.

Was die Laufzeit des Algorithmus betrifft, so ist die der ersten Schlei-
fe abhidngig von der verwendeten Gewichtungsfunktion. Sie ist demnach
in O(g(|V])), wenn ¢(|V]) die Laufzeit im schlechtesten Fall fiir die Be-
stimmung sdamtlicher Knotengewichte ist. Fiir die zweite Schleife wird
aufgrund der Array-Struktur fiir die Knoten angenommen, dass das Su-
chen eines zufilligen Knotens in konstanter Zeit moglich ist. Dasselbe gilt
fiir das Nachweisen einer Kante zwischen zwei Knoten, vorausgesetzt es
wird eine Hashstruktur fiir die Kanten verwendet. Lediglich die benotig-
ten Schritte fiir die Suche nach dem richtigen Feldeintrag in W ist abhén-
gig von der Knotenanzahl. Mit bindrer Suche ist diese in O(In |V'|) moglich
[SWO05al. Es ergibt sich somit eine Gesamtlaufzeit von O(g(|V|) + k- In|V]).
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Netzwerk R C T
A 0.992 0.3239 0.0018
B 0917 0.1540 0.0725
C 0.985 0.1707 0.0079
D 0.947 0.1618 0.0037

Tabelle 6: Reziprozitit R sowie Clustering-Koeffizient C' und Transitivitat T
fur die ungerichteten Graphen der sozialen Netzwerke.

Fiir die Transitivitat gilt g(|V|) = | E|, somit ist sie in O(|E| + k - In |V]) Zeit
approximierbar.

Fiir den ungewichteten Clustering-Koeffizienten kann der Algorithmus
leicht modifiziert werden, indem zunéchst die erste Schleife ganzlich igno-
riert wird. Aufierdem ist die Wahl des Knotens « nun nicht mehr abhén-
gig von seinem Gewicht, sondern vollig zuféllig. Dies hat zur Folge, dass
ein direkter Zugriff in konstanter Zeit auf den Knoten im Array moglich
ist. Die Laufzeit fiir den gesamten Algorithmus ist daher nur noch in O(k)
und somit konstant beziiglich der Anzahl Knoten und Kanten im Graph
[SWO5al.

5.3.3 Eigene Ergebnisse und Bewertung

Es wurden nun zum einen die Berechnung der Reziprozitit und zum an-
deren eine Funktion zur Bestimmung des exakten Clustering-Koeffizienten
bzw. der Transitivitit implementiert. Die Definition letzterer im ungerichte-
ten Fall erfordert es, Knotentripel mit sechs gerichteten Kanten zu zéhlen.
Da jedoch keiner der vorgestellten Algorithmen fiir die Zahlung solcher
,doppelten” Dreiecke geeignet ist, wurden die Graphen vorher in unge-
richtete Graphen konvertiert. Eine ungerichtete Kante wurde immer dann
zwischen zwei Knoten eingefiigt, wenn mindestens eine gerichtete Kante
zwischen ihnen existiert. Dies bringt einen Verlust an Genauigkeit mit sich,
dessen Ausmafs sich aber aufgrund der hohen Reziprozitit (siehe Tabelle
[6) im Graphen gering zeigt. Das Konvertieren ist in O(|E| - max(k;)) Zeit
moglich, indem jede Kante v — v des gerichteten Graphen nacheinander
betrachtet wird und die Kanten v — v sowie v — u der ungerichteten Ver-
sion hinzugefiigt werden, wenn sie nicht bereits existieren. Diese Uberprii-
fung kann jedoch in konstanter Zeit geschehen, wenn eine Hashstruktur
fiir die Kanten eines Knotens verwendet wird. Die Laufzeit ist dann nur
noch in O(|E|).

Bei der Implementierung wurde nun auf die Methode zuriickgegriffen,
welche iiber die Knoten iteriert (siehe Abschnitt [5.3.2.2). Das Programm
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wurde dann auf die bereinigten Datensitze der sozialen Netzwerke A bis
D angewendet, denn anhand der unbereinigten Kantenliste ladsst sich kein
giltiger Graph generieren. Tabelle |§I gibt einen Uberblick iiber die erzielten
Resultate. Mit einem Clustering-Koeffizienten von ca. 0.32 ist Netzwerk A
mit Abstand das dichteste Netzwerk. Das bedeutet, dass hier im Durch-
schnitt ca. 32% der Nachbarn eines Knotens miteinander verbunden sind,
oder anders formuliert: Mit einer mittleren Wahrscheinlichkeit von ca. 32%
sind zwei Individuen, die einen gemeinsamen Freund haben, ebenfalls mit-
einander befreundet. Auffillig zeigt sich, dass trotz der unterschiedlichen
Grofien der anderen Netzwerke, sie alle einen fast identischen Clustering-
Koeffizienten haben (zwischen 0.15 und 0.18). Obwohl Netzwerk A den
grofiten Clustering-Koeffizienten aufweist, so besitzt es doch die kleinste
Transitivitdt. Diese ist bei Netzwerk B hingegen mit ca. 0.07 deutlich am
grofiten. Die Wahrscheinlichkeit betrdgt hier also ca. 7%, dass fiir einen
Akteur der Freund eines Freundes auch sein Freund ist. Bei allen ande-
ren Netzwerken liegt sie unter 1%. Die Tatsache, dass die Transitivitit viel
geringer als der Clustering-Koeffizient ausfillt, ist wahrscheinlich auf die
hohe Anzahl Knoten mit niedrigen Graden (jedoch grofier als 1) zurtickzu-
fithren, welche Kanten zwischen ihren Nachbarn haben. Diese haben nam-
lich hdufig einen Clustering-Koeffizienten von 1 und fallen im Mittel folg-
lich stark ins Gewicht.

5.3.4 Vergleich mit anderen Ergebnissen

Watts und Strogatz zeigen fiir das Schauspieler-Netzwerk (siehe Abschnitt
einen Clustering-Koeffizienten von 0.79 auf [WS98]. Selbiges Netz-
werk hat nach [New03]] eine Transitivitdt von 0.2. Im gerichteten Graphen
des E-Mail-Netzwerks dagegen wurde ein Clustering-Koeffizient von ca.
0.17 sowie eine Reziprozitdt von 0.231 herausgestellt [NFB02]. Zuletzt wur-
den in wissenschaftlichen Kollaborationsnetzwerken Werte von C' = 0.6
und 7" = 0.088 fiir die Biologie, C = 0.56 und T = 0.45 fiir die Physik
sowie C' = 0.34 und T" = 0.15 fiir die Mathematik nachgewiesen [New03].
Ein dhnliches Phianomen wie fiir unsere sozialen Netzwerke lasst sich fiir
diese Netzwerke beobachten: Das mit Abstand grofite Netzwerk der Biolo-
gie (|V| = 1,520, 251) hat zwar den grofiten Clustering-Koeffizienten, daftir
jedoch die kleinste Transitivitat.

5.3.5 Ausblick

Neben Kreisen der Lange 2 (Reziprozitdt) und solchen der Lange 3 (Tran-
sitivitdt), lassen sich genauso gut noch liangere Kreise in einem Graphen
betrachten. Dabei geht es dann allerdings weniger darum, Aussagen tiber
das Ausmafs des Clusterings zu machen. Stattdessen ist dies z.B. dann in-
teressant, wenn es eine Beziehung zwischen der Anzahl Kreise der Linge
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h und der Netzwerkgrofle |V'| zu untersuchen gilt [BC02].

Dorogovtsev et al. untersuchen in [DGMO02] den Clustering-
Koeffizienten eines Knotens in Abhidngigkeit seines Grads und kommen
zu dem Ergebnis, dass fiir bestimmte Modelle von skaleninvarianten
Netzwerken eine Power-Law-Relation zwischen diesen beiden Grofien
besteht: C; ~ k; 1 Auch in groflen realen Netzwerken, wie z.B. dem
Schauspielernetzwerk, konnte eine solche Beziehung nachgewiesen wer-
den [RB03]. Ob diese auch fiir die hier behandelten sozialen Netzwerke
gilt, bleibt Gegenstand zukiinftiger Analysen. Ahnlich wie in Abschnitt
lasst sich dies untersuchen, indem die beiden Grofien in einem Log-
Log-Plot gegeneinander aufgetragen und auf Linearitit (anhand einer
Regressionsgeraden mit Steigung 1) untersucht werden.

Ein dhnliches Phanomen, welches eine ndhere Betrachtung nahe legt,
ist, dass fiir viele reale Netzwerke angenommen wird, dass fiir |V| — oo
der Clustering-Koeffizient gegen eine konstante positive Zahl strebt und
sich somit unabhédngig von der Grofie des Netzwerks zeigt [New03]. Wir
werden im nachfolgenden Kapitel sehen, dass bei ausreichend hoher Kno-
tenzahl der Clustering-Koeffizient daher in vielen Netzwerken der realen
Welt zwangslaufig grofier als in zuféllig generierten Graphen derselben
Grofle ist.

6 Vergleich mit zufdlligen Graphen

Es wurden bisher Eigenschaften von Graphen wie der Durchmesser und
der Clustering-Koeffizient vorgestellt und experimentell fiir die sozialen
Netzwerke bestimmt. Dabei wurden die Ergebnisse zum einen subjektiv
und zum anderen anhand von Vergleichen zu anderen Studien bewertet.
In diesem Kapitel soll es darum gehen, die betrachteten Groflen in den ent-
sprechenden zufélligen Graphen zu untersuchen, um folglich die getatig-
ten Aussagen auch objektiv unterstreichen zu konnen. Wir werden dazu
zunidchst zuféllige Graphen definieren und dann ihre Eigenschaften mit
den in Kapitel |5/ fiir die sozialen Netzwerke gewonnenen vergleichen.

6.1 Das Erdos-Rényi-Graphmodell

Wenn in der Literatur von ,zufélligen” Graphen gesprochen wird, so ist
héufig jenes Modell gemeint, welches 1951 zum ersten Mal von Solomo-
noff und Rapoport, knapp zehn Jahre spiter dann unabhéngig von Erdos
und Rényi genauer analysiert wurde [New03]]. Es ist daher auch als Erd6s-
Rényi-Graphmodell bekannt, man spricht jedoch auch hdufig von einem
Poisson- oder Bernoulli-Graphen. Die Konstruktion des Graphen ist ein-
fach: Ausgehend von |V| Knoten ohne Kanten wird fiir jedes mogliche
Knotenpaar mit Wahrscheinlichkeit p eine Kante hinzugefiigt [CF06]. Folg-
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lich ist der mittlere Knotengrad z fiir diesen Graphen offensichtlich:
z=p-|V].

Wir werden im Folgenden die Eigenschaften des Modells untersuchen.
Es sei jedoch erwidhnt, dass die meisten der Aussagen erst fiir zuféllige
Graphen mit hinreichend grofser Knotenanzahl zutreffen. AufSerdem ist
das Graphmodell nur fiir ungerichtete Graphen definiert. Um daher einen
sinnvollen Vergleich mit den sozialen Netzwerken anstellen zu kénnen,
werden die ungerichteten Graphen dieser betrachtet, welche nach der in
Abschnitt beschriebenen Vorgehensweise erzeugt wurden und in ih-
ren Eigenschaften aufgrund der hohen Reziprozitit keine merklichen Un-
terschiede zu den gerichteten Versionen aufweisen. Tabelle [7] gibt einen
Uberblick tiber die Kantenanzahl und den mittleren Knotengrad der un-
gerichteten Graphen der sozialen Netzwerke.

Netzwerk n m z
A 24142 112,865 9.35
B 41,006 97,813 4.77
C 48,602 154,523 6.36
D 200,000 925,120 9.25

Tabelle 7: Eigenschaften der ungerichteten Graphen der sozialen Netzwerke:
Anzahl giiltiger Knoten n, Anzahl giiltiger Kanten m und durchschnittlicher
Knotengrad z.

6.2 Vergleich der Eigenschaften
6.2.1 Verteilung des Knotengrads

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten, Grad £ zu besitzen, betragt im
Erdos-Rényi-Graphen ([CF06]):

s = (1) - e

Der Knotengrad ist also binomialverteilt, was dadurch begriindet werden
kann, dass fiir einen Knoten die Kantenerzeugung |V | Bernoulli-Prozessen
zu Grunde liegt, von denen die Wahrscheinlichkeit ermittelt werden soll,
dass genau k Erfolge erzielt wurden. Zudem ist die Existenz von Kanten
statistisch unabhangig. Fiir grofie Knotenanzahl |V| lasst die Verteilung

sich durch eine Poisson-Verteilung approximieren ([New03]):
Zhe=2

k!

p(k) ~
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Sie ist der Grund, warum das Modell auch Poisson-Graphmodell genannt
wird. Anders als Graphen mit Power-Law-Verteilung des Knotengrads
(siehe Abbildung E] a), sind Erdos-Rényi-Graphen nicht skaleninvariant.
Abbildung (11| zeigt zur Veranschaulichung einen zufdlligen Graphen so-
wie einen Graphen mit den gleichen Werten fiir |V | und z, in dem der Kno-
tengrad wie bei den sozialen Netzwerken B, C und D einer Power-Law-
Verteilung zu Grunde liegt.

Abbildung 11: Beispielgraphen mit |V| = |E| = 32: a) Erdos-Rényi-Graph
mit Poisson-verteiltem Knotengrad. b) Graph mit Power-Law-Verteilung des
Knotengrads [Cas04].

6.2.2 Durchmesser

Betrachten wir den Durchmesser, betrdgt die mittlere Anzahl Knoten, die d
Hops von einem Knoten entfernt sind, im zufilligen Graphen 2¢ [New03].
Um demnach die Anzahl Hops zu bestimmen, die ein typischer Weg durch
das Netzwerk benotigt, so suchen wir den Wert fiir d, mit dem das ganze
Netzwerk umspannt wird, und erhalten so eine Approximation fiir den
mittleren Durchmesser:

ydavg g ‘V‘

davg =~ log |V'|/log z.

Dieser wachst also mit dem Logarithmus der Knotenanzahl und ist dem-
nach selbst in groen Netzwerken gering. Ahnliches gilt fiir den effekti-
ven Durchmesser, der jedoch immer etwas hoher ausfillt als d.,4. Tabelle
stellt nun die mittleren Durchmesser der sozialen Netzwerke denen gleich
grofier zufilliger Graphen mit demselben mittleren Knotengrad gegentiber.
Es zeigt sich, dass die gemessenen Durchmesser dhnlich gering sind wie die
der zufélligen Graphen. Fiir Netzwerke A, B und D ist er sogar noch klei-
ner. Wir konnen jedoch festhalten, dass zwischen den betrachteten sozialen
Netzwerken und den zufdlligen Graphen kein merkbarer Unterschied im
Durchmesser besteht und beide den Small-World-Effekt aufweisen.
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Netzwerk dq 207 C Crand
A 2.69 4,52 0.3239 0.00039
B 554 6.80 0.1540 0.00012

C 3.18 210 0.1707 0.00013

D

3.00 549 0.1618 0.00005

Tabelle 8: Mittlerer Durchmesser und Clustering-Koeffizient fiir die unge-
richteten Graphen der sozialen Netzwerke sowie den entsprechenden Erdos-
Rényi-Graphen mit gleicher Knotenanzahl und gleichem mittleren Knoten-
grad. Fiir Netzwerk D wird fiir den Durchmesser der in Abschnitt[5.2.3]ange-
nommene Wert von 3 verwendet.

6.2.3 Clustering-Koeffizient

Der Clustering-Koeffizient stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass zwei
Nachbarn eines Knotens ebenfalls benachbart sind (siehe Abschnitt [5.3).
Diese ist in zufélligen Graphen jedoch unabhéingig von der Anzahl Nach-
barn des Knotens, denn die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Knoten mitein-
ander verbunden sind, betragt im Erdos-Rényi-Graphen immer p [CEQ06].
Dies entspricht wiederum ﬁ, somit gilt:

z
VI

Bei wachsender Knotenanzahl und konstantem mittleren Knotengrad
strebt der Clustering-Koeffizient (und die Transitivitdt) demnach gegen 0,
wihrend er, wie bereits in Abschnitt angedeutet, fiir viele reale Netz-
werke unabhingig von ihrer Grofle gegen eine konstante positive Zahl
strebt [New03]. Einen Vergleich der Clustering-Koeffizienten der sozialen
Netzwerke mit solchen der zufélligen Graphen zeigt Tabelle 8| Sie besta-
tigt die Vermutung: Der Clustering-Koeffizient ist in zufdlligen Graphen
duflerst niedrig (nahe 0) und somit viel kleiner als in den sozialen Netzwer-
ken. Die These der stark erhohten Community-Bildung in den betrachteten
Netzwerken kann also bestitigt werden.

7 Einordnung in das Small-World-Modell

Abschlieflend wollen wir auf das Netzwerkmodell von Watts und Strogatz
eingehen, welches die Verifikation von Netzwerken beziiglich einer Small-
World-Natur ermdoglicht. Watts und Strogatz untersuchten im Jahr 1998
den Clustering-Koeffizienten sowie den mittleren Durchmesser in Netz-
werken mit verschiedenen Graden der Unordnung. Auf Basis ihrer Unter-
suchungen definieren sie in [WS98] Small-World-Netzwerke.
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Wir beschreiben zundchst das urspriingliche Netzwerkmodell und er-
lautern dann im Anschluss eine modifizierte Variante des Modells, wel-
che 1999 von Monasson sowie von Newman und Watts jeweils unabhan-
gig voneinander vorgeschlagen wurde [New03]]. Danach werden die Eigen-
schaften des Modells behandelt, welche auf das Hauptergebnis von Watts
und Strogatz hinfiihren. Schliefdlich folgt eine Einschédtzung der sozialen
Netzwerke beziiglich der Einordnung in das Small-World-Modell.

7.1 Urspriingliches Netzwerkmodell

Watts und Strogatz betrachten in ihrem Modell einen ungerichteten Gra-
phen mit geographischer Komponente. Sie gehen folglich davon aus, dass
diese bei der Frage, welche Knoten miteinander verbunden sind, von Be-
deutung ist. Der Graph besteht zu Beginn aus |V| ringférmig angeordne-
ten Knoten, die alle zu ihren £ (geographisch) nidchsten Nachbarn auf jeder
Seite mit ungerichteten Kanten verbunden sind (siehe linker Graph in Ab-
bildung [12). Jeder Knoten hat demnach denselben Grad und der Graph
folglich den mittleren Knotengrad:

z = 2k.

Auf Basis dieses Ausgangsgraphen wird nun ein Zufallsgraph erzeugt,

p=20

Abbildung 12: Graphen mit |V| = 20, k = 2 und verschiedener Wahrschein-
lichkeit einer Kantenrestrukturierung p nach dem Netzwerkmodell von Watts
und Strogatz [WS98].

indem Kanten zuféllig umstrukturiert werden: Im Uhrzeigersinn werden
alle Knoten nacheinander betrachtet und die Kante zum n&chsten Nach-
barn des jeweiligen Knotens wird mit Wahrscheinlichkeit p so umgeord-
net, dass das Ende der Kante auf der Seite des Nachbarn zu einem zufillig
ausgewdhlten Knoten umgelegt wird. Sollte zu diesem schon eine Kante
bestehen, wird der Vorgang entsprechend oft wiederholt. Es sind zudem
keine Kanten eines Knotens zu sich selbst erlaubt. Mit Wahrscheinlichkeit
1 —p hingegen bleibt die Kante an ihrem Platz. Im nidchsten Durchlauf wird
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dann die Kante zum zweitnichsten Nachbarn betrachtet und nach demsel-
ben Schema behandelt, bis alle Kanten einmal betrachtet wurden. Da es
|V| - k Kanten im Graphen gibt, endet die Prozedur nach k& Durchldufen.
Es fallt dabei auf, dass fiir wachsendes p das Netzwerk immer mehr Un-
ordnung aufweist. Wahrend fiir p = 0 das Netzwerk noch eine regulére
Struktur hat, so wurden fiir p = 1 alle Kanten véllig zufillig umgeordnet
(rechter Graph in Abbildung [I2). Der mittlere Knotengrad von 2k bleibt
dabei fiir verschiedene Werte von p erhalten, da die Kanten nur umstruk-
turiert werden. Die Autoren fordern zudem, dass k£ so gewdahlt wird, dass
2k > In(|V]) > 1 gilt, denn dadurch wird garantiert, dass der Graph auch
fur p = 1 zusammenhé&dngend bleibt.

7.2 Modifikation des Modells

Wie bereits erwédhnt, ist das urspriingliche Modell fiir £ = 1 nicht definiert,
da es hierbei wahrscheinlich ist, dass der Graph durch die Restrukturie-
rung unzusammenhdngend wird. Dies hat zur Folge, dass es unendliche
Abstande zwischen Knoten gibt und demnach Grofien wie der effektive
Durchmesser, der ja das Mittel der kiirzesten Abstiande samtlicher Knoten-
paare ist, ebenfalls unendlich werden. Daher schlagen Newman und Watts
in [NW99] einen anderen Ansatz vor, der auch fiir & = 1 definiert ist und
fur k > 2 bei hinreichend grofier Knotenzahl anndhernd den gleichen mitt-
leren Durchmesser wie das urspriingliche Modell aufweist. Dies ist mog-
lich, indem die bestehenden Kanten nicht umstrukturiert werden, sondern
stattdessen lediglich Kanten hinzugefiigt werden. Der Graph kann folglich
nicht unzusammenhéngend werden. Es wird also fiir jede Kante des Aus-
gangsgraphen mit Wahrscheinlichkeit p eine zusétzliche Kante (im Folgen-
den mit ,, Abkiirzung” bezeichnet) zwischen zwei zuféllig ausgewdhlten
Knoten hinzugefiigt (mehrere Kanten zwischen zwei Knoten und Kanten
von Knoten zu sich selbst sind hier aus mathematischen Griinden erlaubt).
Die mittlere Anzahl von Abkiirzungen ist somit |V|- k- p, also fiir alle |V'| - k
Kanten des Graphen die entsprechende Wahrscheinlichkeit, dass eine zu-
sdtzliche Kante hinzugeftigt wird. Fiir jede der Abkiirzungen betriagt die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten hingegen 2;, dass er diese Abkiir-

v’
zung beriihrt. Die mittlere Anzahl Abkiirzungen, die mit einem Knoten
verbunden sind, ist folglich |V'| - k- p - |72| = 2kp. Der mittlere Knotengrad

z in diesem Modell betragt
z =2k + 2kp,

was dadurch einzusehen ist, dass jeder Knoten zu den 2k Anfangskanten
zuziiglich den 2kp mit ihm verbundenen Abkiirzungen inzident ist.
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7.3 Eigenschaften

Im Folgenden sollen Eigenschaften fiir das Modell von Watts und Strogatz
sowie fiir das alternative Modell von Newman und Watts herausgearbei-
tet werden. Dabei gilt es, diese in Hinblick auf verschiedene Werte von p
zu untersuchen, also sowohl fiir den reguldren als auch fiir den zufélligen
Fall. Wir betrachten wieder die Verteilung des Knotengrads, den Durch-
messer sowie den Clustering-Koeffizienten. Die Art und Weise der Kanten-
restrukturierung lasst dabei vermuten, dass fiir p = 1 der Graph dhnliche
Eigenschaften aufweist wie der entsprechende Erdos-Rényi-Graph (siehe
Abschnitt[6.T).

7.3.1 Verteilung des Knotengrads

Fiir das alternative Modell gilt, dass jeder Knoten einen Grad von min-
destens 2k hat, denn die Anfangskanten bleiben unverandert. Dement-
sprechend ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten, Grad j zu besit-
zen, p(j) = 0 fur j < 2k. Zu diesen 2k Kanten kommen nun noch die
zusétzlich eingefiigten Kanten, die wie im Erd6s-Rényi-Graphen binomial-
verteilt sind. Wir betrachten also die Wahrscheinlichkeit, aus |V'| Versuchen
J — 2k Erfolge zu erzielen. Die Wahrscheinlichkeit, dass fiir einen Knoten
ein Shortcut existiert, ist gleich der mittleren Anzahl der mit ihm verbun-
denen Shortcuts geteilt durch die maximale mogliche Anzahl Kanten des

Knotens und demnach IQTI?IJ' Fiir j > 2k ist daher nach [New03]

- (L) G) -3

Fiir das Modell von Watts und Strogatz gilt, dass aufgrund der Tatsa-
chen, dass immer die Kante zum nachsten Nachbarn umstrukturiert wird
und lediglich k£ Durchldufe getitigt werden, jeder Knoten im resultieren-
den Graphen einen Grad von mindestens &k hat. Demnach ist p(j) = 0 fiir
j < k.Fir j > k stellen Barrat und Weigt in [BW00] die folgende Wahr-
scheinlichkeit heraus:

, MR I () pk
P = X ()0 e
Es wird hier das Produkt der Wahrscheinlichkeit fiir n (mit Wahrscheinlich-
keit 1 — p) unberiihrte Kanten eines Knotens mit der Wahrscheinlichkeit fiir
die j — k —n restlichen Kanten des Knotens betrachtet, die (mit Wahrschein-
lichkeit %) zu diesem Knoten umstrukturiert wurden. Erstere sind dabei
binomialverteilt und letztere (fiir grofes |V'|) Poisson-verteilt. Das Produkt
wird dann fiir die verschiedenen Moglichkeiten des Verhiltnisses zwischen
unberiihrten und umstrukturierten Kanten aufsummiert, wobei die mogli-
che Anzahl unbertihrter Kanten von 0 bis maximal & reicht.
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7.3.2 Durchmesser

Betrachten wir den Durchmesser, so kann in beiden Modellen im reguldren
Fall (p = 0) nur {iber die dufleren Kanten im Ring gelaufen werden, d.h.
maximal in Spriingen der Grofie k. Der Durchmesser steigt daher linear

mit der Netzwerkgrofie |V | und néhert sich % an fiir grofes |V | [NewO03]].
Fiir ein Netzwerk der Groe |V| = 10°, in dem jeder Knoten mit seinen
20 néchsten Nachbarn verbunden ist, wiare demnach d,,, ~ 2,500. Der
Small-World-Effekt ist fiir das Modell im Fall p = 0 also nicht gegeben. Fiir
p = 1 hingegen verhdlt sich der Durchmesser in beiden Modellen dhnlich
wie im Erdods-Rényi-Graphen: Die mittlere Anzahl Knoten mit d Hops Ab-
stand zu einem Knoten betragt 2% somit ist der Durchmesser auch hier ca.
log |V|/log z und wachst logarithmisch mit der Netzwerkgrofie. Es kann
also festgehalten werden, dass fiir p = 0 der Durchmesser linear mit der
Knotenanzahl wichst, fiir p = 1 er jedoch nur logarithmisch ansteigt und
den Small-World-Effekt zeigt. Eine exakte Berechnung von d,,, in Abhan-
gigkeit von p wurde allerdings bisher noch nicht gefunden [NW99]. Abbil-
dung welche den mittleren Durchmesser fiir 0 < p < 1 zeigt, basiert
daher auf eigenen experimentellen Ergebnissen: Es wurde dazu ein Gene-
rator implementiert, der Graphen nach dem Netzwerkmodell von Watts
und Strogatz erzeugt und als Eingabe die Parameter |V|, k und p entge-
gennimmt. Fiir die Abbildung wurden dann die Durchschnittswerte aus
mehreren Durchldufen aufgetragen.

7.3.3 Clustering-Koeffizient

Betrachten wir den Clustering-Koeffizienten fiir das reguldre Netzwerk

3k(k—1)
2

(p = 0) im urspriinglichen Modell, so existieren Kanten zwischen
2k—1)

den Nachbarn eines Knotens [BW00]. Da maximal % Kanten mog-
lich waren, ergibt sich somit aus der Division ein Clustering-Koeffizient
von C' = 3k=3 der fiir k — oo gegen 2 strebt. Fiir das zufillige Netzwerk
(p = 1) hingegen ist er sehr klein und betrdgt C' ~ 2k/|V| (wie im Erdos-
Rényi-Graphen). Fiir |V| — oo strebt er also bei konstantem mittleren Kno-
tengrad gegen 0. Barrath gibt in [BWOO] eine Formel fiir den Clustering-
Koeffizienten in Abhingigkeit von p an. Sie basiert darauf, dass die Wahr-
scheinlichkeit (1 — p)? betrdgt, dass zwei miteinander verbundene Nach-
barn eines Knotens nach der Umstrukturierung immer noch verbunden
sowie Nachbarn desselben Knotens sind, da hierfiir drei Kanten unberiihrt
bleiben miissten. Die mittlere Anzahl Kanten zwischen den Nachbarn eines
Knotens entspricht dann ca. % -(1—p)? und der Clustering-Koeffizient

demnach
N 3k—3

. o 3
Cr (1-p)
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Abbildung 13: Clustering-Koeffizient C' und mittlerer Durchmesser d4 fiir
unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten p der Kantenrestrukturierung nach
dem Small-World-Modell. Die geschédtzten Funktionen basieren auf Mittel-
werten aus 20 generierten Graphen mit den Eigenschaften |V| = 1000 und
k = 5. Die Grofien wurden zudem normalisiert, um sie miteinander vergleich-
bar zu machen.

fiir 0 < p < 1. Laut dieser Definition stellt er nun nicht mehr den Mittelwert
des Verhiltnisses zwischen den Kanten unter den Nachbarn und den ma-
ximal moglichen Kanten dar, sondern stattdessen das Verhéltnis zwischen
der mittleren Kantenanzahl unter den Nachbarn und der mittleren maxi-
mal moglichen Anzahl. Die Kurve fiir verschiedene Werte von p ist fiir bei-
de Definitionen jedoch fast gleich. Die Abweichung ist lediglich in O(‘—é.')
und strebt somit gegen 0 fiir grole Graphen [BW00]. Abbildung (13| zeigt
den Ubergang vom hohen Clustering-Koeffizienten in reguldren Netzwer-
ken hin zum kleinen in zufélligen Netzwerken. Es sei angemerkt, dass die
Transitivitit eine fast identische Kurve aufweist.

Fiir das alternative Modell, bei dem die Ausgangskanten unverandert
bleiben, stellt Newman in [New03] die folgende Formel auf:

o 3(k— 1)
- 2(2k—1) +4kp(p+2)

7.4 Ergebnisse

Es wurden nun der Clustering-Koeffizienten sowie der mittlere Durchmes-
ser fiir das Modell betrachtet. In Abbildung [13]ist zu sehen, dass fiir p = 0
beide am grofiten sind und sie fiir p = 1 am geringsten ausfallen. Das
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Netzwerk du,, dond  dicd o Crand  (Creg
A 2690 452 1291 0.3239 0.00039 0.66
B 554 6.80 4298 0.1540 0.00012 0.55
C 318 210 3821 0.1707 0.00013 0.61
D

3.00 549 10811 0.1618 0.00005 0.66

Tabelle 9: Durchmesser und Clustering-Koeffizient fiir die ungerichteten Gra-
phen der sozialen Netzwerke sowie fiir regulédre (p = 0) und zufallige (p = 1)
Graphen mit gleicher Knotenanzahl sowie gleichem mittleren Knotengrad
nach dem Modell von Watts uns Strogatz. Fiir Netzwerk D wird fiir den
Durchmesser der in Abschnitt[5.2.3|angenommene Wert von 3 verwendet.

Hauptergebnis von Watts und Strogatz ist nun aber, dass fiir verschiede-
ne Werte von p die beiden Grofien nicht immer einher gehen. Stattdessen
nimmt C fiir einen groflen Wertebereich von p kaum ab und erst beip ~ 0.1
beginnt es zu fallen. d,,, hingegen féllt schon fiir viel kleinere Werten fiir
p. Das bedeutet also, dass fiir viele Zwischenwerte von p der Graph stark
geclustert ist (wie ein regulédrer Graph), aber einen kleinen mittleren Durch-
messer hat (wie ein zufélliger Graph). Watts und Strogatz nennen Netzwer-
ke in diesem Bereich Small-World-Netzwerke. Ein Beispiel fiir solch ein
Netzwerk stellt der mittlere Graph in Abbildung|12|dar.

Wenn wir nun ein Netzwerk dieses Modells betrachten, dessen Grofde
und mittlerer Knotengrad mit dem jeweiligen sozialen Netzwerk iiberein-
stimmen, so konnen wir C' und d,.4 vergleichen und so auf eine eventuelle
Small-World-Natur des sozialen Netzwerks schliefSen, falls dy,g, ~ d{;;gd
und C > €7, In Tabelle[9l werden die ermittelten GroRen fiir die sozia-
len Netzwerke denen der entsprechenden reguldren und zufilligen Netz-
werke nach dem Modell von Watts und Strogatz gegeniibergestellt. Wir
sehen, dass die Durchmesser der sozialen Netzwerke dhnlich klein sind
wie die der zufdlligen Netzwerke, wenn wir den hohen Durchmesser in
reguldren Netzwerken gegentiberstellen. Der Clustering-Koeffizient hinge-
gen liegt deutlich ndher an dem fiir die reguldren Netzwerke. Der geringe
mittlere Durchmesser und der hohe Grad des Clusterings legen also nah,
dass die sozialen Netzwerke eine dhnliche Struktur besitzen wie der mitt-
lere Graph in Abbildung (12|und dass es sich nach Watts und Strogatz um
Small-World-Netzwerke handelt.

8 Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurden vier soziale Online-Netzwerke erfasst,
von denen eines jedoch aufgrund seiner Grofie nur unvollstandig extra-
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hiert werden konnte. Es ist daher nicht sicher, dass die ermittelten Ergeb-
nisse fiir dieses Netzwerk repréasentativ sind, obgleich sie keine merklichen
Unterschiede zu denen der anderen Netzwerke aufweisen. Eine Extraktion
des kompletten Datensatzes wiirde jedoch Aufschluss hieriiber geben.

Die vier sozialen Netzwerke wurden zudem auf ihren Durchmesser so-
wie auf den Grad des Clusterings hin untersucht. Es gibt dabei noch viele
weitere interessante Merkmale von Graphen, mit denen sich die Graph-
Mining-Community beschéftigt. Solche, die sich sinnvoll auf die sozialen
Netzwerke anwenden liefien, sollen an dieser Stelle kurz skizziert wer-
den. Ein Aspekt ist z.B., inwiefern Knoten mit niedrigen Graden eher dazu
neigen, mit solchen Knoten benachbart zu sein, die ebenfalls mit wenig
Kanten inzident sind (Korrelation der Knotengrade) [New(03]. Fiir unsere
Netzwerke wiirde dies bedeuten, dass die Freunde von sozial wenig aufge-
schlossenen Individuen auch nicht viele Freunde haben.

Eine Verallgemeinerung dieses Phanomens ist das Ausmaf3, in dem In-
dividuen ihre Freunde nach Ahnlichkeit zu sich selbst wihlen (,,assortative
mixing”) [New03]. Haufig lasst sich in sozialen Netzwerken beobachten,
dass Akteure dazu tendieren, Beziehungen zu solchen Menschen zu haben,
die ihnen beispielsweise in Nationalitdt oder ihren Hobbys dhnlich sind. In
der Literatur finden sich dabei verschiedene Ansétze, die dieses Phanomen
zu quantifizieren versuchen. Dabei sollte der Wert maximal sein, wenn jede
Kante im Graph zwei Knoten desselben Typs (also mit gleichen Merkma-
len) verbindet. Das Minimum hingegen sollte bei einer vollig zufélligen
Paarung angenommen werden.

Eine weitere, verbreitete Technik, speziell in Bezug auf den Clustering-
Koeffizienten, ist das Extrahieren von Communities. Besonders in sozialen
Netzwerken lassen sich hdaufig Gruppen von Knoten ausmachen, innerhalb
derer eine hohe Kantendichte besteht, die jedoch nur wenig Kanten zu an-
deren Gruppen aufweisen. Solche Gruppen, die sich meist durch dhnliche
Eigenschaften auszeichnen, lassen sich anhand der Clusteranalyse identi-
tizieren. Eine gebrduchliche Methode ist das hierarchische Clustering, bei
dem allen Knotenpaaren eine Verbindungsstarke zugeordnet wird, basie-
rend auf den betrachteten Eigenschaften. Anstatt Merkmale wie Nationali-
tat oder Alter zu berticksichtigen, kann die Verbindungsstarke auch z.B. auf
dem Grad der ,strukturellen Aquivalenz" basieren [New03]. Zwei Kno-
ten sind strukturell 4quivalent, wenn sie dieselben Nachbarn besitzen. Be-
sonders in der Soziologie findet diese Eigenschaft meist grofie Beachtung.
Ausgehend von einem Graphen ohne Kanten, werden beim hierarchischen
Clustering nun nach und nach Kanten zwischen Knoten mit abnehmen-
der Verbindungsstirke hinzugefiigt. Nach jedem Schritt erhélt man so eine
Konstellation von Communities. Ein schneller bekannter Algorithmus be-
notigt hierfir O(|E| - d - log|V|) Zeit, wobei d der Tiefe des enstehenden
Dendrogramms entspricht [CNMO04].

Zuletzt sei ein ein aktuelles Problem aus der sozialen Netzwerkana-
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lyse erwédhnt, welches darin besteht, die wichtigsten Akteure eines Netz-
werks zu identifizieren [CF06]. Es gilt dabei, die £ Knoten zu finden, die bei
Entfernung die Konnektivitdt des Netzwerks maximal reduzieren bzw. die
zum Rest des Netzwerks maximal verbunden sind. Diese konnten z.B. am
schnellsten Informationen im Netzwerk verbreiten. Auf der anderen Seite
wadre bei einem Angriff auf das Netzwerk das Ausschalten dieser Knoten
am wirkungsvollsten. Aufgrund der kombinatorischen Natur existieren je-
doch keine effizienten Algorithmen fiir das Problem.

9 Zusammenfassung

Die zunehmende Grofse und Popularitit sozialer Netzwerke im WWW legt
nicht nur eine ndhere Untersuchung im Rahmen der , Knowledge Disco-
very in Databases” nahe, sondern erfordert zugleich eine Datenstruktur,
die relationale Informationen bewahrt und zudem effiziente Analyseme-
thoden ermdglicht. Eine geeignete Struktur stellt dabei ein Graph dar.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Applikation entwickelt, welche
Online-Netzwerke in Graphform extrahiert. Es wurden auf diese Weise
vier soziale Netzwerke erfasst, in denen die Knoten die Akteure darstellen
und eine Kante zwischen zwei Knoten dann existiert, wenn eine Freund-
schaftsbeziehung besteht. Anschlieffend wurden die Netzwerke dann auf
Muster hin untersucht. Es zeigte sich, dass bei drei Netzwerken der Kno-
tengrad einer Power-Law-Verteilung mit Exponenten zwischen 2 und 2.8
zu Grunde liegt. Wahrend der mittlere Durchmesser den gemittelten kiir-
zesten Weg zwischen samtlichen Knotenpaaren darstellt, so gibt der effek-
tive Durchmesser eines Graphen an, iiber wie viele Knoten sich der Grofs-
teil aller verbundenen Paare erreicht. Auf Basis eigener Implementierun-
gen konnten fiir alle Netzwerke sehr geringe Durchmesser von maximal 7
bestimmt werden (,,Small-World-Effekt”). Dies bedeutet, dass sowohl In-
formation als auch Computerviren oder Wiirmer schnell durch die Netz-
werke propagiert werden konnen. Die Stiarke der Community-Bildung
kann durch den Clustering-Koeffizienten ausgedriickt werden, welcher die
Wahrscheinlichkeit darstellt, dass zwei Nachbarn eines Knotens ebenfalls
miteinander verbunden sind. Dieser zeigte sich im kleinsten Netzwerk am
grofiten: Mit einer mittleren Wahrscheinlichkeit von ca. 32% sind zwei In-
dividuen, die einen gemeinsamen Freund haben, ebenfalls miteinander be-
freundet.

Um die ermittelten Ergebnisse objektiv bewerten zu konnen, wurde ein
Vergleich mit zuféllig erzeugten Graphen derselben Grofse und mit demsel-
ben mittleren Knotengrad nach dem Erd6s-Rényi-Graphmodell hergestellt.
In diesem ist der Knotengrad Poisson-veteilt. Die Durchmesser wachsen
logarithmisch mit der Knotenanzahl und zeigen sich dhnlich gering wie
in den sozialen Netzwerken. Der Clustering-Koeffizient strebt jedoch ge-
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gen 0 fiir grofie Knotenanzahl und deutet auf einen erhohten Grad der
Community-Bildung in den sozialen Netzwerken hin.

Eine Einordnung in das Small World Modell von Watts und Strogatz
bestatigt die Vermutung, dass es sich bei allen betrachteten sozialen Netz-
werken um Small-World-Netzwerke handelt. Sie besitzen dhnlich grofie
Clustering-Koeffizienten wie reguldre Graphen, dafiir aber geringe Durch-
messer wie zufdllige Graphen.
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